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قدردانی

علمی جنبۀ از خصوص به زندگی ام مسیر در متعددی گشایش های همواره که شاکرم را بزرگ خدای
است. داده قرار

بودند. پشتیبانم نظر همه از که می کنم تشکر همسرم مادر و پدر و مادرم و پدر عزیزم، همسر از

فراتر که می کنم تشکر میرصادقی حاجی امید میر و علیشاهی کسری دکتر آقایان راهنمایم اساتید از
نکردند. دریغ من به کمکی هیچ از استاد یک وظایف از

می کنم. تشکر مفیدشان علمی نظرات خاطر به لست٢ گانتر و توریسون١ هرمان از هم چنین

١Hermann Thorisson
٢Günter Last





پایا تصادفی اندازه های بین جرم انتقال

چکیده
روی پایا تصادفی اندازۀ دو بین انتقال) تحت ناوردا (یعنی هم ورد انتقال هسته های پایان نامه این در
مورد در خاص شرطی بودن برقرار فرض با که می کنیم ارائه الگوریتمی و می کنیم مطالعه را Rd

ساخته تصادفی انتقال یک نتیجه، یک عنوان به می سازد. را انتقالی هستۀ چنین آن ها، شدت های
اندازۀ آن توزیع عکس، به و کند تبدیل آن پالم نسخۀ به را ارگودیک تصادفی اندازۀ یک که می شود
انتقال هستۀ اندازه، دو از نمونه هایی داشتن با ما الگوریتم کند. بازسازی آن پالم نسخۀ از را تصادفی
این با اما است، شده ثابت [١٨] در انتقال هسته های این وجود می سازد. غیرتصادفی صورت به را
[۶] تعمیم ما روش است. داشته وجود ساختنی روش های به زیادی علاقۀ اخیر سال های در حال،
در ارگودیک نقطه ای فرآیند یک و لبگ اندازۀ بین انتقال هستۀ ساخت برای الگوریتم یک که است
واحد حجم با کاشی یک فرآیند نقطۀ هر به که فضا کاشی کاری یک دیگر، بیان به می کند؛ ارائه Rd

را مقید انتقال چگالی های و مقید انتقال هسته های مفهوم کلی، حالت برای . شود. داده نسبت
معرفی نیز را مقید انتقال چگالی های پایداری مفهوم می کنیم. محدود آن به را خود و می کنیم تعریف
نکتۀ مقید انتقال چگالی های به شدن محدود است. گراف در پایدار تطابق مفهوم شبیه که می کنیم
پایدار، مقید انتقال چگالی های برای بود. خواهد پایدار الگوریتم حاصل و است ما الگوریتم در کلیدی
می کنیم. بررسی نیز را بودن کران دار و ها اندازه حسب بر یکنوایی یکتایی، وجود، جمله از خواصی

پایان نامه این در دارد. ویژه ای اهمیت هم ورد، انتقال نگاشت یک یعنی هم ورد، تخصیص یک ساختن
به تخصیص یک می توان ما الگوریتم با که خاصی حالات و تخصیص هایی چنین وجود بررسی ضمن
عنوان به داد. خواهیم ارائه خاص شرایطی با تخصیص یافتن برای را دیگری الگوریتم های آورد، دست
که می کنیم معرفی را اندازه یک برای ورونوی انتقال هستۀ مفهوم نتایج، برخی اثبات برای ابزار یک

می کنیم. بررسی نیز را آن خواص برخی و است ورونوی سلول بندی تعمیم

با جرم انتقال پایدار، تطابق جرم، انتقال اصل جرم، انتقال پالم، اندازۀ پایایی، تصادفی، اندازۀ کلیدی: واژه های
انتقالی. جفت سازی ورونوی، انتقال هستۀ محدود، ظرفیت
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پیش گفتار

خواص هندسی احتمال در است. برخاسته هندسی احتمال از که است ریاضی نوین شاخه های از تصادفی هندسۀ
زمینه این در مسائل برخی در تصادفی. چندوجهی های مثلا می شود، مطالعه دارند تصادفی ماهیت که هندسی اشیای
یک اگر است: بوفون١ سوزن مسئلۀ آن معروف مثال چیست؟ مسئله آن نمونۀ فضای که می شویم مواجه سؤال این با
کند؟ قطع را صحیح مختصات با افقی خطوط که دارد احتمال چقدر بیندازیم، صفحه در تصادفی طور به را سوزن
نابدیهی کاری مسئله این دقیق صورت بندی ندارد، معنی صفحه کل از یکنواخت تصادفی نقطۀ یک انتخاب چون
١٩۶٩ سال در کندال٢ توسط نام این که شد تصادفی هندسۀ شاخۀ ایجاد به منجر دست این از دیگری مسائل است.
صفحه در شده پخش اشیای از نه لزوماً منظم الگوهای مطالعۀ را تصادفی هندسۀ موضوع می توان است. شده انتخاب
اشیای از تصادفی اندازه های و ذره ای فرآیندهای خطی، فرآیندهای نقطه ای، فرآیند های مثال، عنوان به دانست.
الگویی ترتیب (به فضا در شده پخش شیء نامتناهی از الگویی مدل سازی برای که هستند تصادفی هندسۀ در پایه ای
تصادفی، الگوهای چنین از مهم ردۀ یک می روند. کار به فضا) در شده پخش جرم و هندسی اشکال خطوط، نقاط، از
در که تصادفی الگوهای دیگر، تعبیر به نمی کنند؛ تغییر فضا انتقال های اعمال با آن ها توزیع که هستند پایا الگوهای
برای قوی ابزاری همچنان اما هستند، محدودتر پایا الگوهای هرچند هستند. هم مثل آماری نظر از فضا همه جای آن
مثال، عنوان به دارد. وجود بیشتری ابزارهای آن ها تحلیلی مطالعۀ برای و دارند شگرفی خواص هستند، مدل سازی

می گیرند. قرار استفاده مورد پایان نامه این در که هستند ابزارهایی جرم انتقال اصل و پالم توزیع های

خزلی علی
شمسی هجری ١٣٩۵ ماه شهریور

١Buffon�s needle
٢D.G. Kendall
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مقدمه

تصادفی آرایشی نقطه ای فرآیند یک هستند. تصادفی هندسۀ پایه ای مفاهیم از تصادفی اندازه های و نقطه ای فرآیندهای
ردۀ یک باشد. شده انتخاب تصادفی صورت به که است Rd روی اندازه ای تصادفی اندازۀ یک و است Rd در نقاط از
این نکند. تغییر Rd انتقال های با آن توزیع که معنی این به است؛ پایا تصادفی اندازه های تصادفی، اندازه های از مهم
می دهد. Rd در انتقال به را خود جای زمان شیفت  که تفاوت این با است، تصادفی فرآیند های پایایی مشابه مفهوم
اندازۀ یک Ψ که حالتی در شهودی، طور به است. پالم اندازۀ مفهوم پایا، تصادفی اندازه های در مهم مفاهیم از یکی
و می آید دست به Ψ نمونۀ نقطۀ یک از Ψ به کردن نگاه با Ψ پالم نسخۀ باشد، Rd روی ارگودیک و پایا تصادفی
پالم اندازۀ و نمونه نقطۀ تعریف کردن دقیق برای معادل روش چند است. Ψ پالم نسخۀ توزیع همان Ψ پالم اندازۀ
با که دارد وجود Y تصادفی نقطۀ که می دهد نشان [١٨] نتایج روش ها، این شدن ارائه از بعد سال ها دارد. وجود
را ٢ . ١ (بخش می آوریم دست به را Ψ پالم نسخۀ دقیقاً (−Y بردار با Ψ انتقال با (یعنی Y از Ψ به کردن نگاه
هستند. یکدیگر از انتقالی همیشه که دارد وجود آن پالم نسخۀ و Ψ از جفت سازی یک دیگر، عبارت به ببینید).

می شود. نامیده انتقالی جفت سازی یک جفت سازی ای چنین
هستۀ که کرد استفاده تصادفی موازنه گر انتقال٣ هستۀ یک از می توان فوق، مانند انتقالی جفت سازی یافتن برای
تصادفی تابعی تصادفی، انتقال هستۀ یک از منظور می کند. تبدیل Ψ به را لبگ اندازۀ از مضربی که است انتقالی
این می دهد. نسبت را Rd روی Tω(s, ·) احتمال اندازۀ نمونه، فضای در ω هر و s ∈ Rd نقطۀ هر به که است
طور به T اگر است. شده پخش فضا در چگونه s حول کوچک بی نهایت جرم که کرد تعبیر طور این می توان را اندازه
طوری به Y انتخاب با آن گاه می نامیم)، هم ورد را آن این جا در (که باشد داشته بستگی Ψ به انتقال تحت هم خوان
و [٨] ،[١٣]) می آوریم دست به انتقالی جفت سازی یک باشد، Tω(۰, ·) با برابر Ψ شرط به آن شرطی توزیع که
باشد، Ψ از تابعی Y که است این است، بوده توجه مورد بسیار که خاص حالت یک ببینید). را ٢ فصل هم چنین
تصادفی غیر Y توزیع Ψ دانستن با حالت، این در باشد. Rd در دیراک اندازۀ یک همیشه تقریباً Tω(s, ·) یعنی

نداریم. نمونه) فضای گسترش (یعنی اضافه تصادف به نیاز انتقالی جفت سازی برای و بود خواهد
بین که هم ورد انتقال هسته های مطالعۀ باشند. Rd روی ارگودیک و پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض
است. بوده توجه مورد بسیار اخیر سال های در می کنند) تبدیل Ψ به را Φ (یعنی می کنند برقرار موازنه Ψ و Φ

ایدۀ که است شده ارائه وجودی اثبات یک [١٣] در باشد، متناهی و مثبت برابر، Ψ و Φ شدت که این فرض با
ساختنی روش های ارائۀ برای زیادی علاقۀ اخیر سال های در وجود، این با است. [١٨] نتایج اساس بر آن اصلی

٣Transport kernel

١



پیش گفتار

ساختن به منجر انتقالی هسته های چنین که است این امر این دلایل از یکی است. داشته وجود خاص حالت های در
یک بعدی یک حالت در که شد ارائه [١۴] در ساختنی روش اولین می شوند. صریح صورت به انتقالی جفت سازی
که است [۶] زمینه این در کار شاخص ترین است. کرده ارائه ارگودیک نقطه ای فرآیند یک برای موازنه گر تخصیص
برای نیز دیگری ساختنی روش های است. کرده ارائه دلخواه بعد در ارگودیک نقطه ای فرآیند برای ساختنی روش
حالت در ... و [١١] بهینه انتقال ،[٢] گرانشی جاذبۀ اساس بر تخصیص مانند اند، شده ارائه نقطه ای فرآیند های
در است. شده ارائه [١٢] در ارگودیک تصادفی اندازه های برای موازنه گر تخصیص یک خاص شرایطی با یک بعدی،
روش یک ارائۀ پایان نامه، این کارهای اصلی ترین از یکی داشت. خواهیم روش ها این از برخی بر مروری ٣ فصل

تا می سازد قادر را ما که است کلی حالت در تصادفی اندازۀ دو برای ساختنی

برقرار موازنه برابر شدت با Rd در ارگودیک و پایا تصادفی اندازۀ دو بین که بسازیم هم ورد انتقال هستۀ یک •
(٩ . ۴ (قضیۀ کند

.(١٠ . ۴ (قضیۀ بسازیم آن پالم نسخۀ Rdو در دلخواه ارگودیک تصادفی اندازۀ یک برای انتقالی جفت سازی یک و •

شده (معرفی پایدار تخصیص مفهوم تعمیم که می کنیم معرفی را پایدار مقید انتقال چگالی مفهوم کار، این برای
معرفی [١١] در که است ۴ محدود ظرفیت با جرم انتقال از خاصی حالت مقید انتقال چگالی مفهوم است. ([۶] در
پایدار مقید انتقال چگالی که است این است، تصادفی غیر خاصیت یک که ،(١۵ . ۴ (قضیۀ نتیجه اولین است. شده
حاصل که است این دیگر مهم نتیجۀ می شود. حاصل (۵ . ۴ (الگوریتم ما الگوریتم توسط آن از مثال یک و دارد وجود
انتقال چگالی های از دیگری خواص کردیم. صحبت آن مورد در بالا در که بگیریم نظر در تصادفی حالت در را الگوریتم
کران دار و (٢۵ . ۴ (نتیجۀ بودن بهینه ،(٢۴ . ۴ (قضیۀ اندازه ها حسب بر یکنوایی مانند می کنیم، بررسی را پایدار مقید
هستند [۶] اهمیت حائز مقالۀ نتایج از تعمیمی نتایج این .(٢٩ . ۴ (قضیۀ ناحیه یک از شده خارج جرم محمل بودن

می دهند. تعمیم را آن نتایج برخی و
هم ورد موازنه گر تخصیص که آورد خواهیم مثال هایی کلی، حالت در انتقال هسته های از استفاده توجیه برای
ساختن و وجود مورد در بنابراین بوده اند. توجه مورد بسیار هم ورد تخصیص های خاص حالات در اما ندارد. وجود
دیگری الگوریتم های فصل این در کرد. خواهیم بحث ۵ فصل در اضافه، فرض های با پایدار موازنه گر تخصیص های

می کنیم. مطرح مورد این در باز مسئلۀ چند و می کنیم ارائه خاص شرایطی با تخصیص ساختن برای نیز
می کنیم معرفی را اندازه یک برای ورونوی انتقال هستۀ مفهوم نتایج، برخی ساده تر اثبات برای ابزار یک عنوان به
خواص برخی و می رسد نظر به جالب خود خودی به مفهوم این است. مجموعه یک برای ورونوی سلول بندی تعمیم که

می کنیم. بررسی ۶ فصل در را آن
گروه های روی تصادفی اندازه های برای می توانند پایان نامه این نتایج و الگوریتم ها ،[١٣] ابزارهای از استفاده با
ایده های روی تمرکز و پایان نامه ساده تر خوانایی برای اما شوند، داده تعمیم نیز فشرده موضعاً و جابجایی توپولوژیک
انتقال اصل و پالم اندازۀ پایان نامه، این در شده استفاده اصلی ابزارهای می کنیم. محدود Zd و Rd به را خود اصلی

شد. خواهند معرفی ١ فصل در که هستند جرم
۴Capacity constrained transport kernel

٢



ارگودیک و پایایی تصادفی، اندازه های مورد در مقدماتی ١ فصل در است. زیر صورت به پایان نامه این ساختار
انتقالی جفت سازی مسئلۀ به مربوط نتایج و تاریخچه ٢ فصل در می کنیم. ارائه جرم انتقال اصل و پالم اندازۀ بودن،
شده ارائه انتقالی جفت سازی ساختن برای این از پیش که روش چند ٣ فصل در می کنیم. مرور بیش تر تفصیل با را
،۴ فصل های پایان نامه این اصلی نتایج داد. خواهیم تعمیم را روش ها آن پایان نامه این در زیرا می کنیم، مرور را اند
آن خواص و می کنیم ارائه را پایدار مقید انتقال چگالی مفهوم و نوشتار این اصلی الگوریتم ۴ فصل در هستند. ۶ و ۵
۵ فصل در خاص شرایط در آن ها ساختن هم چنین و پایدار موازنه گر تخصیص های وجود مورد در می کنیم. بررسی را
را ورونوی انتقال چگالی مفهوم نهایت، در می کنیم. ارائه منظور این برای نیز دیگری الگوریتم های و می کنیم بحث

می کنیم. بررسی را آن خواص و می کنیم معرفی ۶ فصل در
است. شده منتشر [۵] در پایان نامه این ۴ فصل نتایج

٣





١ فصل

مقدمات

مفاهیم این است شده سعی می دهیم. توضیح را پایان نامه این در استفاده مورد پایه ای خواص و مفاهیم فصل این در
باشد. کافی نسبتاً نیاز مورد مقدمات با آشنایی برای فصل همین تا شود آورده مناسب تفصیل با

فضای در جزئی تغییر با نتایج و تعاریف همین می کنیم. بیان Rd فضای در را نتایج و تعاریف پایان نامه این در
نتایج و الگوریتم ها ،[١٣] ابزارهای از استفاده با می کنیم. خودداری Zd برای آن ها تکرار از و هستند معتبر نیز Zd

داده تعمیم نیز فشرده موضعاً و جابجایی توپولوژیک گروه های روی تصادفی اندازه های برای می توانند پایان نامه این
می کنیم. محدود Zd و Rd به را خود اصلی ایده های روی تمرکز و پایان نامه ساده تر خوانایی برای اما شوند،

با را A مشخصۀ تابع هم چنین می دهیم. نشان ∂A و A◦ ،Ac با را A مجموعۀ مرز و درون مکمل، .١ . ١ قرارداد
B با را Rd روی بورل سیگما-میدان است. x حول r شعاع به بسته گوی Br(x) از منظور می دهیم. نشان ۱A

نشان نیز L با را لبگ اندازۀ نباشد، ابهام بعد مورد در اگر .Ld با را (Rd,B) روی لبگ اندازۀ و می دهیم نشان
می دهیم.

شمارشی اندازۀ و اندازه ١ . ١

اندازه های تمام مجموعۀ باشد. متناهی فشرده مجموعه های روی هرگاه می نامیم متناهی١ موضعاً را Rd روی φ اندازۀ
A ⊆ Rd بستۀ مجموعۀ کوچکترین φ اندازۀ محمل٢ می دهیم. Mنشان M(Rd)یا با را Rd روی متناهی موضعاً

می دهیم. نشان supp(φ) با را φ محمل .φ(Rd\A) = ۰ که است

می کنیم. فرض M از عضوی را Rd روی اندازه ها تمام پایان نامه این در .١ . ٢ قرارداد

اتم، دارای اندازه های از خاصی حالت .φ({x}) > ۰ که است x ∈ Rd مانند نقطه ای φ اندازۀ برای اتم یک
اندازۀ یک را φ :=

∑
x∈D δx آن گاه باشد، Rd گسستۀ زیرمجموعۀ یک D اگر هستند. شمارشی اندازه های

١Locally finite
٢Support

۵



مقدمات ١ فصل

φ(A) بنابراین .δx(A) = ۱x∈A یعنی است؛ x نقطۀ روی دیراک۴ اندازۀ δx اینجا در می نامیم. ساده٣ شمارشی
φ :=

∑
x∈D r(x)δx آنگاه باشد، نامنفی تابع یک r : D → Z≥۰ اگر هم چنین Aاست. داخل نقاط تعداد همان

مقدار صحیح اگر تنها و اگر است شمارشی اندازۀ یک φ اندازۀ کلی، حالت در می نامیم. شمارشی۵ اندازۀ یک را
اندازۀ یک φ شمارشی اندازۀ همچنین .φ(A) ∈ Z≥۰ باشیم داشته A بورل مجموعۀ هر برای دیگر عبارت به باشد؛
از منظور باشند، اندازه دو φ۲ و φ۱ اگر باشند. ١ با برابر آن اتم های همۀ اندازۀ اگر تنها و اگر است ساده شمارشی
اندازه های دو هر که حالتی در .φ۱(A) ≤ φ۲(A) باشیم داشته A بورل مجموعۀ هر برای که است این φ۱ ≤ φ۲

و اندازه یک φ اگر باشد. φ۲ محمل از زیرمجموعه ای φ۱ محمل که است معنی این به این باشند، ساده شمارشی
می آید؛ دست به f توسط φ کردن اریب از که است اندازه ای fφ از منظور باشد، نامنفی تابع یک f : Rd → R

یعنی

(fφ)(A) =

∫
A

f(x)dφ(x).

باشد. f با برابر φ به نسبت آن رادون-نیکودایم مشتق که است اندازه ای fφ دیگر، عبارت به

نقطه ای فرآیند و تصادفی اندازۀ ١ . ٢

Mاست روی سیگما-میدانی Mکوچک ترین کرد؛ مجهز سیگما-میدان یک به طبیعی طور به می توان Mرا فضای
فرض معلوم را (Ω,F) اندازۀ فضای پایان نامه این در باشد. اندازه پذیر φ 7→ φ(A) تابع ،A ∈ B هر ازای به که
و است (Ω,F) روی احتمال اندازۀ یک P که است (P,Ψ) زوج یک ، تصادفی۶ اندازۀ یک از منظور می کنیم.
اما می شود، فرض معلوم معمولا نیز P احتمال اندازۀ هرچند که کنید توجه است. پذیر اندازه تابع یک Ψ : Ω→M

(Ω,F) فضای همان روی دیگری اندازۀ پالم توزیع تعریف در زیرا نمی گیریم، ثابت را آن تصادفی اندازۀ تعریف در
یک می کنیم. استفاده (P,Ψ) جای به Ψ از راحتی برای نباشد، ابهام P مورد در که صورتی در شد. خواهد تعریف

باشد. متمرکز ساده شمارشی اندازه های روی که است تصادفی اندازۀ یک نقطه ای٧ فرآیند
معنی دو داریم، کار و سر شده اند تعریف اندازه ها فضای روی که اندازه هایی با پایان نامه این در که این به توجه با
اندازه یک به مربوط دیگری و احتمال فضای به مربوط یکی می شود؛ برداشت جا" همه "تقریباً عبارت از متفاوت
و می کنیم استفاده احتمال فضای برای تنها همیشه٨" "تقریباً عبارت از سردرگمی، از جلوگیری برای .Rd روی
شده اند تعریف Rd × Rd یا Rd روی که اندازه هایی برای تنها هر١٠" "تقریباً و همه جا٩" "تقریباً عبارت های از

٣Simple counting measure
۴�Dirac measure
۵Counting measure
۶Random measure
٧Point process
٨Almost sure (a.s.)
٩Almost everywhere (a.e.)

١٠Almost all (a.a.)
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نقطه ای فرآیند و تصادفی اندازۀ ١ . ٢

اندازۀ یعنی است؛ M روی توزیعی که است Ψ∗P همان ،(P,Ψ) تصادفی اندازۀ توزیع١١ می کنیم. استفاده
یک توزیع باشد، (M,M) روی احتمال اندازۀ یک P اگر عکس، به .(Ψ∗P)(A) := P(Ψ ∈ A) احتمال
اندازۀ فضای روی (P , id) تصادفی اندازۀ چنین برای طبیعی انتخاب یک می کند. مشخص را تصادفی اندازۀ

است. M روی همانی تابع id آن در که است (Ω,F) := (M,M)

پایایی ١ . ٢ . ١

که صورت این به می کند؛ عمل نیز M(Rd) روی Rd در انتقال عمل

θt(x) := x− t, ∀x, t ∈ Rd,

(θtφ)(A) := φ(A+ t), ∀t ∈ Rd,∀φ ∈M, ∀A ∈ B.

t ∈ Rd هر برای دیگر عبارت به باشد؛ ناوردا انتقال تحت هرگاه می گویند پایا١٢ توزیع یک را M روی P توزیع
معنای به آن توزیع پایایی صورت به تصادفی اندازۀ یک پایایی کلاسیک، طور به .(θt)∗P = P باشیم داشته
مطالعۀ شرایطی چنین در مثال، عنوان به دارد. محدودیت هایی پایایی از تعریف این اما است، می شده تعریف فوق
بر کلی تری قالب از پایان نامه این در بنابراین داشت. خواهد جدید تعاریف به نیاز تصادفی اندازۀ دو هم زمان

می آوریم. ادامه در که می کنیم [١۵]استفاده اساس
است؛ اندازه پذیر شار یک به مجهز که است بورل١٣ فضای یک (Ω,F) می کنیم فرض پایان نامه، این سرتاسر در
تابعی (ω, s) 7→ θsω که طوری به است شده تعریف s ∈ Rd هر ازای به که θs : Ω → Ω توابع خانوادۀ یعنی

و است Ω روی همانی تابع θ۰ است، اندازه پذیر

θs ◦ θt = θs+t, ∀s, t ∈ Rd.

تضمین برای (Ω,F) بودن بورل فرض است. (Ω,F) روی Rd اندازه پذیر عمل یک شار این دیگر، عبارت به
پایان نامه، این کاربردهای همۀ در است. نیاز مورد ۴ . ١ بخش در که است شده داده قرار منظم شرطی احتمال وجود
[٣] به بورل فضاهای مورد در بیشتر جزئیات و تعریف برای کرد. فرض بورل فضای یک را نمونه فضای می توان

کنید. مراجعه [٩] یا
روی توابع فضای همچنین و M روی که کرد تعبیر انتقال عنوان به θs از می توان نمادگذاری، در تساهل کمی با

می شود: تعریف نیز Rd × Rd یا Rd

θsφ(B) := φ(B + s),

(θsf)(x) := f(x+ s),

(θsf)(x, y) := f(x+ s, y + s).

١١�Distribution
١٢Stationary measure
١٣Borel space
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مقدمات ١ فصل

تابع برای .H ◦ θs = θs ◦H هرگاه می نامیم هم ورد١۴ را شار به مجهز فضای دو بین H تابع هر نماد ها، این با
داریم. را زیر خاصیت خاص، طور به می دهیم. نشان نیز Hω نماد با را H(ω) ،Ω روی تعریف شده H

توابع و X به Ω از هم ورد) لزوماً (نه توابع بین یک به یک تناظری باشد، شار به مجهز فضای یک X اگر .١ . ٣ نکته
که صورت این به دارد، وجود X به Ω× Rd از هم ورد

H(ω, s) := θ−sK(θsω)

Ω×Rd روی هم ورد تابع هر دیگر، عبارت به .K(ω) = H(ω, ۰) که کنید توجه هم چنین .K : Ω→ X برای
می شود. مشخص یکتا طور به مبدأ روی آن اثر با

یک از منظور باشد. ناوردا θs تحت ،Rd در s هر ازای به هرگاه می گوییم پایا١۵ را Ω روی P احتمال اندازۀ
این است. هم ورد Ψ : Ω→M و پایا اندازۀ یک P که است (P,Ψ) تصادفی اندازۀ یک پایا١۶، تصادفی اندازۀ
P [Ψ ∈ A] = P [θsΨ ∈ A] یعنی است؛ کلاسیک معنای به پایا توزیع یک Ψ توزیع که می دهد نتیجه خاصیت

است. آن توزیع پایایی از کلی تر تعریف این با Ψ پایایی .s ∈ Rd و A ∈M هر برای
علاوه، به دارند. پیچیده ای ویژگی های هم چنان پایا تصادفی اندازه های اما است، قوی بسیار شرطی پایایی اگرچه
ببینید). را ۴ فصل نتایج و ١۵ . ٢ نکتۀ مثال، (برای نیستند انتظار قابل که دارد همراه به العاده ای خارق نتایج پایایی

Λ دید می توان می شود. تعریف Λ(A) := E [Ψ(A)] صورت به Ψ تصادفی اندازۀ شدت١٧ اندازۀ .۴ . ١ تعریف
λ ∈ [۰,∞] عدد نتیجه در و است ناوردا انتقال تحت Λ باشد، پایا Ψ که صورتی در است. Rd روی اندازه یک

می نامیم. Ψ شدت١٨ را λ صورت این در .Λ(A) = λL(A) که دارد وجود

متناهی آن شدت می کنیم فرض می کنیم، صحبت پایا تصادفی اندازۀ یک از وقت هر پایان نامه این در .۵ . ١ قرارداد
است.

مجموعه ای V ⊆ Rd اگر .Ψ(Rd) > ۰ همیشه تقریباً که باشد پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .۶ . ١ لم
.Ψ(V ) =∞ همیشه تقریباً آن گاه است، بزرگ به دلخواه گوی های شامل که باشد

R > ۰ که می دهد نتیجه فرض این بگیرید. دلخواه را ϵ > ۰ و P[Ψ(V ) <∞] = ۲δ > ۰ کنید فرض اثبات.
شعاع به گوی یک را B̃r ⊆ V \BR(۰) دلخواه، r > ۰ یک برای .P[Ψ(V \BR(۰)) < ϵ] > δ که دارد وجود

می گیریم نتیجه پایایی طبق می شود. نتیجه کرده ایم فرض V مورد در آنچه از آن وجود که بگیرید، r

P[Ψ(Br(۰)) < ϵ] = P[Ψ(B̃r) < ϵ] ≥ P[Ψ(V \BR(۰)) < ϵ] > δ.

نتیجه است، دلخواه ϵ که این به توجه با .P[Ψ(Rd) ≤ ϵ] ≥ δ می آوریم دست به بینهایت به r دادن میل با
است. تناقض یک این و P[Ψ(Rd) = ۰] ≥ δ می گیریم

١۴�Covariant
١۵�Stationary
١۶�Stationary random measure
١٧�Intensity measure
١٨�Intensity

٨



پالم توزیع و نمونه نقطۀ ١ . ٣

پالم توزیع و نمونه نقطۀ ١ . ٣

می تواند که باشد نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض می کنیم. استفاده مثال یک از پالم، توزیع ایدۀ شدن روشن برای
کنیم. محاسبه فرآیند این نقاط روی را کمیت یک متوسط علاقه مندیم کاربردها بعضی در باشد. نقطه بی نهایت شامل
آن برای تصادفی مدل یک (که خاص لحظه یک در همراه تلفن از استفاده کنندگان مجموعۀ Ψ کنید فرض مثال، برای
می شود داده اختصاص آنتن یک به همراه تلفن هر باشد. مخابراتی آنتن های مجموعۀ Φ و گرفته ایم) نظر در R۲ در
باید هم که کنید توجه بگیریم. نظر در را آن با متناظر مخابراتی آنتن تا همراه تلفن یک فاصلۀ متوسط می خواهیم و
که است این مشکل پایا حالت در نقطه ای. فرآیند در موجود تصادف روی هم و بگیریم میانگین فرآیند نقاط روی

است. نامتناهی نقاط تعداد
کرد. تعریف را فوق شکل به میانگین های مختلفی روش های به که می کند فراهم را امکان این پایایی فرض قدرتِِ
را گوی شعاع و بگیریم میانگین گوی آن داخل نقاط روی و بگیریم نظر در بزرگ گوی یک که است این روش یک
دیگر روش ببینید). را ۴ . ١ فصل دارد. اصلاح به نیاز ارگودیک غیر حالت در روش این (البته دهیم میل بینهایت به
مورد کمیت ریاضی امید باشد، موجود فرآیند از نقطه ای مختصات مبدأ ϵ-همسایگی در که این شرط به که است این
می شود). استفاده نیز پایا غیر حالت در روش این (از دهیم میل صفر به را ϵ و بگیریم نظر در را نقطه آن برای نظر
معادل یکدیگر با و هستند خوش تعریف روش ها این همۀ پایا حالت در است. کمپبل١٩ اندازۀ از استفاده دیگر روش
به کردن نگاه از که تعبیر این با می آید دست به مبدأ شامل نقطه ای فرآیند یک واقع در ایده ها، این با بود. خواهند
نقاط روی کمیت یک گرفتن میانگین برای علاوه، به است. آمده دست به آن نمونۀ نقطۀ یک از اولیه نقطه ای فرآیند
ریاضی امید سپس و بگیریم نظر در ثانویه نقطه ای فرآیند در مبدأ برای را کمیت آن است کافی اولیه، نقطه ای فرآیند
خواهد پالم اندازۀ همان ثانویه، نقطه ای فرآیند این توزیع ببینید). را ١ . ١٠ مثال تعبیر این شدن روشن (برای بگیریم
متس٢٠ توسط که می کنیم استفاده پالم توزیع برای جدید رویکرد از این جا در می کنیم. معرفی بخش این در که بود
ببینید. را [٣] روش ها سایر و روش این مورد در بیشتر توضیحات برای است. شده معرفی ([١۶]) مکه و ([١۵])

بگیرید نظر در را زیر کمیت باشد. Ω روی تابعی H و بورل مجموعۀ یک B کنید ∫فرض
Rd

H(θsω)۱B(s)Ψω(ds).

اختصاص آنتن تا مختصات مبدأ در موجود همراه تلفن فاصلۀ H(ω)را گفتیم، بخش این ابتدای در که مثالی مورد در
تعریف دلخواه را H نباشد موجود همراه تلفن مختصات مبدأ در که ωهایی ازای (به بگیرید نظر در آن به شده داده

است. آن ها با متناظر آنتن های از B در موجود همراه تلفن های فاصلۀ جمع فوق کمیت صورت این در کنید).

می شود. تعریف زیر صورت به که است Ω روی توزیعی ،(P,Ψ) تصادفی اندازۀ پالم٢١ توزیع .١ . ٧ تعریف

PΨ(A) :=
۱

λΨLd(B)
E
[∫

Rd

۱A(θs)۱B(s)Ψ(ds)

]
,

١٩Campbell measure
٢٠Matthes
٢١�Palm distribution
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مقدمات ١ فصل

ω 7→ θsω تصادفی متغیر عنوان به را θs و است متناهی و مثبت لبگ اندازۀ با دلخواه بورل مجموعۀ Bیک آن در که
می گیریم. نظر در

عنوان به را راست سمت ریاضی امید حاصل اگر واقع، در است. B از مستقل تعریف این که می دهد نتیجه پایایی
انتقال های به نسبت اندازه این می آید. دست به Rd × Ω روی اندازه یک بگیریم، نظر در B × A مجموعۀ اندازۀ
نسخۀ را (PΨ,Ψ) تصادفی اندازۀ می شود. تجزیه λL(B)PΨ(A) شکل به نتیجه در و است ناوردا اول مؤلفۀ
راحتی، برای است. شده عوض احتمال اندازۀ فقط و است نکرده تغییری Ψ که کنید توجه می نامیم. Ψ طبیعی پالم
پالم نسخۀ با هم توزیع که تصادفی اندازۀ هر هم چنین نشود. گرفته اشتباه Ψ با تا می دهیم نشان Ψ̃ با را Ψ پالم نسخۀ

که می دهد نتیجه فوق تعریف می آوریم. به حساب Ψ برای پالم٢٢ نسخۀ یک را باشد Ψ طبیعی

EΨ [H] =
۱

λΨLd(B)
E
[∫

Rd

H(θs)۱B(s)Ψ(ds)

]
(١ . ١)

این طبق است. PΨ به نسبت ریاضی امید EΨ و است H : Ω → R نامنفی پذیر اندازه تابع یک H آن در که
است برقرار زیر تعبیر عبارت

است. ω ∈ Ω و s ∈ B ازای به H(θsω) متوسط همان EΨ [H]

نقطۀ یک سپس و کنیم اریب Ψω(B) با متناسب ضریبی با را P اندازۀ ابتدا که است این پالم توزیع دیگر تعبیر
کنیم. منتقل مبدأ به انتقال یک با را Ψ|B با متناسب توزیع با B از تصادفی

اندازۀ و است λ با برابر Ψ شدت صورت این در است. معلوم عددی λ > ۰ که Ψ = λL کنید فرض .١ . ٨ مثال
در انتگرال و ریاضی امید جابجایی با حالت، این در که کنید توجه موضوع، این دیدن برای است. P همان Ψ پالم

.PΨ(A) = P [A] می آوریم به دست شار بودن اندازه حافظ و ١ . ٧ تعریف

در و کنید پرتاب سکه یک باشند. λ۲ و λ۱ شدت های با تصادفی اندازۀ دو Ψ۲ و Ψ۱ کنید فرض .١ . ٩ مثال
صورت (در کنید تعریف Ψ۲ برابر را Ψ آمد خط که صورتی در و کنید تعریف Ψ۱ برابر را Ψ آمد شیر که صورتی

با است برابر Ψ پالم توزیع و λΨ = λ۱+λ۲

۲ صورت این در می دهیم). گسترش را احتمال فضای لزوم

PΨ =
λ۱

λ۱ + λ۲
PΨ۱ +

λ۲

λ۱ + λ۲
PΨ۲ .

ببینید. نیز را ٢ . ٢١ نکتۀ

قرار با را Ψ پالم اندازۀ می توانیم باشد، G فشردۀ توپولوژیک گروه روی پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ اگر .١ . ١٠ مثال
خواهد λΨ همان (که باشد ثابتی مقدار Ψ(G) که حالتی در ویژه، به آوریم. به دست ١ . ٧ تعریف در B := G دادن

دارد: ساده ای تعبیر پالم اندازۀ باشد؛ ارگودیک Ψ که وقتی مثلا بود)؛

٢٢�Palm version

١٠



ارگودیک خواص ۴ . ١

کنیم انتخاب G از Ψ توزیع با تصادفی نقطۀ یک است کافی ،Ψ دانستن با
آید. دست به Ψ پالم نسخۀ یک تا کنیم منتقل مبدأ به را آن انتقال یک با و

آمد. خواهد دست به (٢ . ٢٢ (تعریف Ψاصلاح شده٢٣ پالم نسخۀ فوق اعمال با نباشد، ثابت نقاط تعداد که حالتی در

برای صورت این در باشد. λΨ شدت با پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .( کمپبل٢۴ فرمول ) ١ . ١١ گزاره
داریم H : Ω× Rd → R نامنفی و اندازه پذیر تابع هر

λΨEΨ

[∫
Rd

H(θ۰, s)ds

]
= E

[∫
Rd

H(θs, s)Ψ(ds)

]
. (١ . ٢)

همان مسئله ادعای ،B ∈ B و A ∈ F که باشد، A × B مجموعۀ مشخصۀ تابع H که صورتی در اثبات.
نتیجه کلی حکم و است جمعی B و A از یک هر به نسبت (١ . ٢) طرفین خاص، حالت این در است. ١ . ٧ تعریف

می شود.

ارگودیک خواص ۴ . ١

عمل یک (Ω,F ,P) روی Rd گروه عمل پایایی، تعریف طبق باشد. Ω روی پایا احتمال اندازۀ یک P کنید فرض
استفاده می توان ارگودیک نظریۀ و دینامیکی سیستم های نظریۀ قضایای و تعاریف از بنابراین است. اندازه حافظ
زمان گذشت از بعد ω مکان را θtω و کرد تعبیر زمان عنوان به می توان را حقیقی اعداد بعدی، یک حالت در کرد.

کرد. خواهیم استفاده متغیره چند ارگودیک نظریۀ از کلی تر، حالت در گرفت. نظر در t
(به θsها همۀ تحت که A ∈ F پیشامد هر برای هرگاه می نامند ارگودیک٢۵ را Ω روی P پایای احتمال اندازۀ
هرگاه می نامیم ارگودیک را (P,Ψ) تصادفی اندازۀ .P [A] ∈ {۰,۱} باشیم داشته باشد، ناوردا (s ∈ Rd ازای
می رود انتظار Ψ از که چیزی تنها و است وابسته P به تنها بودن ارگودیک که کنید توجه باشد. ارگودیک P و پایا Ψ
به دست Ψ از انتقال تحت ناوردا و تصادفی غیر روش یک با که باشد اندازه ای Φ اگر بنابراین است. آن بودن هم ورد

می دهد. نتیجه را (P,Φ) بودن ارگودیک (P,Ψ) بودن ارگودیک آن گاه می آید،
میانگین با می توان را Ω روی h انتگرال پذیر تابع میانگین که می گوید بیرکهف ارگودیک قضیۀ بعدی، یک حالت در

،ω هر تقریباً برای یعنی آورد؛ به دست شروع) نقطۀ هر تقریباً ازای (به نقطه یک مدار روی h

lim
t→∞

۱

۲t

∫ t

−t

h(θsω)ds = E [h]

استفاده بزرگ شونده گوی های از می توان [−t, t] زمانی بازۀ جای به که می بینیم زیر قضیۀ در بعدی، چند حالت در
ببینید. را [٩] از ١۴ . ١٠ قضیۀ آن، اثبات برای کرد.

٢٣Modified Palm distribution
٢۴Refined Campbell Formula
٢۵�Ergodic

١١



مقدمات ١ فصل

تابع یک h : Ω → R و باشد پایا احتمال اندازۀ یک P کنید فرض بیرکهف٢۶). ارگودیک قضیۀ ) ١ . ١٢ قضیه
دارد وجود زیر حد ،ω هر P-تقریباً برای متناهی). میانگین با تصادفی متغیر یک (یعنی انتگرال پذیر

lim
R→∞

۱

L(BR (۰))

∫
BR(۰)

h(θtω)dt

P اگر خاص، طور به است. θsها همۀ تحت ناوردا پیشامد های سیگما-میدان I آن در که E [h |I ] با است برابر و
است. E [h] با برابر همیشه تقریباً فوق حد باشد، ارگودیک

ببینید. را [٣] از ١ . ۴ . ١٣ قضیۀ اثبات، برای گرفت. نتیجه را زیر قضیۀ می توان قضیه این از

تابع یک h : Ω→ R و باشد ۰ < λ <∞ شدت با ارگودیک تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .١ . ١٣ قضیه
صورت این در نامنفی. و اندازه پذیر

lim
R→∞

۱

L(BR (۰))

∫
BR(۰)

h(θtω)Ψ(dt) = λEΨ [h] .

.([٩] از ٢۶ . ١٠ (قضیۀ است ارگودیک تجزیۀ قضیۀ داریم، نیاز آن به پایان نامه این در که دیگری قضیۀ

پایا احتمال اندازه های باشد. شار به مجهز بورل فضای یک (Ω,F) کنید فرض .( ارگودیک (تجزیۀ ١۴ . ١ قضیه
هستند. ارگودیک اندازه های دقیقاً مجموعه، این گوشه ای نقاط می دهند. تشکیل محدب مجموعۀ یک (Ω,F) روی
یعنی می شود؛ داده نمایش ارگودیک اندازه های محدب ترکیب صورت به یکتا صورت به پایا اندازۀ هر علاوه، به
روی که است (Ω,F) روی احتمال اندازه های فضای روی احتمال اندازۀ یک ν آن در که

∫
Qν(dQ) شکل به

است. متمرکز ارگودیک اندازه های مجموعۀ

است. بورل فضای یک (Ω,F) می کنیم فرض همواره پایان نامه این در که کنید توجه

.Q(A) = ۱ باشیم ارگودیکQداشته احتمال اندازۀ هر برای که باشد Aپیشامدی ⊆ Ω کنید فرض .١۵ . ١ نتیجه
.P(A) = ۱ داریم نیز P پایای احتمال اندازۀ هر برای صورت این در

که باشد پیشامد این A و باشد پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض پیشامدی، چنین از مثال یک عنوان به
.(۶ . ١ (مثال Ψ(Rd) ∈ {۰,∞}

٢ . ٢٨ نتیجۀ کرد. خواهیم بیان ارگودیک غیر حالت در را کلی تری نتیجۀ پایان نامه، این در قضیه این از استفاده برای
ببینید. را

٢۶Birkhoff�s ergodic theorem

١٢



جرم انتقال ۵ . ١

جرم انتقال ۵ . ١

نمادگذاری های و تعاریف از که این برای می شود. استفاده مختلفی زمینه های در که است مفهومی جرم٢٧ انتقال
مطالب این نوشتن برای می کنیم. ثابت را آن اولیۀ خواص و می کنیم تعریف را آن فصل این در کنیم، استفاده واحدی
نخواهیم وارد ٢٨ بهینه انتقال نظریۀ مبحث به پایان نامه این در البته گرفته ایم. کمک اصلی مرجع عنوان به [١٣] از

می پردازیم. مسئله بندی فرمول به ١ . ۵ . ١ بخش در و می کنیم ارائه جرم انتقال از شهودی تعبیر یک ابتدا شد.
کنید توجه کنیم. منتقل کارخانه ها به را معدنی مواد می خواهیم و داریم کارخانه تعدادی و معدن تعدادی کنید فرض
الگوی یک از منظور نیست. یکنواخت نیز کارخانه ها نیاز و نیست یکنواخت لزوماً معادن در معدنی مواد مقدار که
معدنی مواد پیوسته، حالت در می رود. ξ کارخانۀ به x معدن از جرم مقدار چه کنیم مشخص که است این جرم انتقال
از نسبتی چه که کند مشخص f(x, ξ) اگر شده اند. توزیع صفحه در ψ و φ مشخص توزیع دو با کارخانه ها نیاز و
تعیین می توان گرفتن انتگرال با آن گاه رفته است، ξ حول کوچک بی نهایت ناحیۀ به x حول ٢٩ کوچک بی نهایت جرم

می کنیم. بیان دقیق طور به را ایده این ادامه در می رود. B ناحیۀ به A ناحیۀ از جرم مقدار چه کرد

تصادفی غیر جرم انتقال ١ . ۵ . ١

هستۀ یک از منظور است. Rd × Rd روی q اندازۀ یک ، وزن دار انتقال٣٠ اندازۀ یک از منظور .١۶ . ١ تعریف
اندازه پذیر تابع ، وزن دار انتقال٣٢ چگالی یک از منظور و T : Rd →M(Rd) اندازه پذیر تابع ، وزن دار انتقال٣١

است. f : Rd × Rd → R نامنفی و

باید q چرا که می کند توجیه تعبیر این است. B به A از شده منتقل جرم q(A × B) تعبیر فوق، تعریف در
را آن که T (x)(B) تعبیر هم چنین باشد. جمعی B و A از یک هر به نسبت داریم انتظار زیرا باشد، اندازه یک
رفته است. B ناحیۀ به x حول کوچک بی نهایت جرم از نسبتی چه که است این می دهیم، نشان نیز T (x,B) با
f(x, ξ) تعبیر است. شده پخش چگونه x از شده خارج جرم می کند مشخص که است توزیعی T (x, ·) بنابراین
کوچک بی نهایت ناحیۀ به x حول کوچک بی نهایت جرم از نسبتی چه که است این گفتیم بالا در که طور همان نیز
ممکن یعنی دارد؛ وجود جرم پایستگی جرم انتقال این در نمی کنیم فرض فعلا که کنید توجه رفته است. ξ حول
است. شده استفاده وزن دار کلمۀ از ١۶ . ١ تعریف مفاهیم در دلیل همین به برود. بین از یا بیاید وجود به جرم است
در موضوع این می شود. تبدیل ψ اندازۀ به واقعاً جرم انتقال از بعد φ اندازۀ نمی کنیم فرض فوق تعریف در هم چنین

می شود. بررسی ١ . ١٨ و ١ . ١٧ تعریف های

٢٧�Mass transport
٢٨Optimal transport theory
٢٩Infinitesimal
٣٠�Transport measure
٣١�Transport kernel
٣٢�Transport density

١٣



مقدمات ١ فصل

وزن٣٣ بدون را f و T ،q ،١۶ . ١ تعریف در باشند. Rd روی شده داده اندازۀ دو ψ و φ کنید فرض .١ . ١٧ تعریف
هرگاه می نامیم (ψ و φ به (نسبت

(π۱)∗q = φ,

T (x,Rd) = ۱, φ− a.s.,∫
Rd

f(x, ξ)dψ(ξ) = ۱, φ− a.s..

,φ)-موازنه گر٣۴ ψ) یا و ψ و φ بین جرم انتقال را f و T ،q ،١ . ١٧ تعریف شرایط تحت .١ . ١٨ تعریف
یعنی کند؛ تبدیل ψ به را φ هم چنین و باشند وزن بدون جرم انتقال یک هرگاه می نامیم

(π۲)∗q = ψ,∫
Rd

T (x,B)dφ(x) = ψ(B), ∀B ∈ B,∫
Rd

f(x, ξ)dφ(x) = ۱, ψ − a.s..

وارد جرم و φ(A) با است برابر A ⊆ Rd مجموعۀ یک از شده خارج جرم که است معنی این به بودن موازنه گر
مارکوف هستۀ یک واقع در وزن بدون انتقال هستۀ یک .ψ(B) با است برابر B ⊆ Rd مجموعۀ یک به شده
اندازۀ φ که حالتی (در بگیریم نظر در مارکوف فرآیند این شروع لحظۀ توزیع عنوان به را φ اگر هم چنین است.
خواهد ψ بعد لحظۀ در فرآیند توزیع باشد، گر ,φ)-موازنه ψ) مذکور انتقال هستۀ که این فرض با باشد)، احتمال
باشد، انتقال اندازۀ یک q اگر است. ,φ)-موازنه گر ψ) لزوماً جرم انتقال یک که نمی کنیم فرض کلی حالت در بود.
نیست. φ(A) با برابر لزوماً وزن دار حالت در که می شود تعبیر A از شده خارج جرم عنوان به q(A × Rd)

وزن دار حالت در که می کنیم تعبیر x از شده خارج جرم عنوان به را
∫
Rd f(x, ξ)dφ(x) و T (x,Rd) هم چنین

است. جرم انتقال بودن وزن بدون معنی به ١ با مذکور کمیت های برابری نیست. ١ با برابر لزوماً

φ-تقریباً برای که طوری به است T انتقال هستۀ یک ،ψ و φ برای موازنه گر تخصیص٣۵ یک .١ . ١٩ تعریف
تخصیص یک دقیق تعریف برای .φ(τ−۱(·)) = ψ(·) و باشد δτ(s) شکل به دیراک اندازۀ یک T (s, ·) ،s هر

ببینید. را ١ . ۵ تعریف کلی، حالت در

حالت تخصیص ها شود. منتقل نقطه یک به تنها x حول کوچک بی نهایت جرم که است این فوق تعریف تعبیر
نگاشت موازنه گر تخصیص یک به بهینه، جرم انتقال نظریۀ در برخوردارند. زیادی اهمیت از که هستند خاصی
و مانج٣٧ است. بهینه موازنه گر تخصیص یافتن بهینه، جرم انتقال بنیادی مسئلۀ واقع، در می گویند. انتقال٣۶

٣٣�Non-weighted
٣۴�Balancing
٣۵�Allocation
٣۶�Transport map
٣٧Monge

١۴



جرم انتقال ۵ . ١

هستۀ که دادند نشان شرایطی تحت و گرفتند کمک ٣٩ موازنه گر انتقال هسته های از مسئله این حل برای کانترویچ٣٨
تعبیر این به بودن بهینه مسئلۀ به پایان نامه این در است. تخصیص یک واقع در و دارد وجود بهینه موازنه گر انتقال

نداریم. کاری
می کند. مشخص را ١۶ . ١ تعریف در جرم انتقال تعاریف بین ارتباط زیر تعریف

وزن دار انتقال هستۀ ،f وزن دار انتقال چگالی برای باشند. Rd روی اندازه دو ψ و φ کنید فرض .١ . ٢٠ تعریف
می شود. تعریف زیر به صورت f با متناظر

T (x,B) :=

∫
B

f(x, ξ)ψ(dξ),∀x ∈ Rd, B ∈ B.

که است q مثل اندازه ای T با متناظر وزن دار انتقال اندازۀ ،T شدۀ داده وزن دار انتقال هستۀ برای هم چنین

q(A×B) =

∫
A

T (x,B)dφ(x), ∀A,B ∈ B.

که است اندازه ای f با متناظر وزن دار انتقال اندازۀ ،f وزن دار انتقال چگالی برای مشابه، طور به

q(A×B) =

∫
A

∫
B

f(x, ξ)ψ(dξ)φ(dx), ∀A,B ∈ B.

این عکس زیر گزارۀ هستند. سازگار ١ . ٢٠ تعریف در موجود تناظر با ١ . ١٨ و ١ . ١٧ تعریف های دید می توان
شیء دو هر که است این است) اندازه یک µ (که µ-یکتایی از منظور گزاره، این در می کند. بیان شرایطی با را تناظر

برابرند. هم با همه جا µ-تقریباً باشند، داشته را نظر مورد خاصیت که

طور به φ ⊗ ψ به نسبت q وزن دار انتقال اندازۀ اگر باشند. Rd روی اندازه دو ψ و φ کنید فرض .١ . ٢١ گزاره
با است برابر که می شود متناظر q به ⊗φ)-یکتایی ψ) وزن دار انتقال چگالی آن گاه باشد، پیوسته مطلق

f(x, ξ) :=
dq

d(φ⊗ ψ)
(x, ξ).

پیوسته مطلق طور به ψ به نسبت T (x, ·) اندازۀ ،x هر φ-تقریباً برای اگر ،T وزن دار انتقال هستۀ برای هم چنین
نسخه ای f(x, ·) ،x هر φ-تقریباً برای که طوری به دارد وجود (φ⊗ψ)-یکتایی وزن دار انتقال چگالی آن گاه باشد،
(π۱)∗q که باشد وزن دار انتقال اندازۀ یک q اگر نهایت در باشد. ψ به نسبت T (x, ·) رادون-نیکودایم مشتق از
هستۀ آن گاه است)، اول مؤلفۀ روی تصویر تابع π۱ : Rd×Rd → Rd آن در (که باشد پیوسته مطلقاً φ به نسبت
عکس مذکور تناظرهای شده ذکر یکتایی های تقریب با هم چنین، می شود. داده نسبت q به φ-یکتایی وزن دار انتقال

هستند. ١ . ٢٠ تعریف در موجود تناظرهای

٣٨Kantorovich
٣٩Relaxed transport

١۵
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اندازۀ ابتدا می توانیم دوم، قسمت اثبات برای می کنیم. خودداری آن کامل ذکر از و است مقدماتی گزاره این اثبات
از نتیجه ای نیز سوم قسمت انتقال. اندازۀ آن با متناظر انتقال چگالی سپس و بگیریم نظر در را T با متناظر انتقال

.(۵ . ٣ قضیۀ ،[١٠]) است اندازه تجزیۀ قضیۀ
این با می کند، بیان φ = (π۱)∗q و است احتمال اندازۀ یک q که وقتی را خاصیت همین اندازه تجزیۀ قضیۀ
T (x,B) حالت این در دیگر، بیان به بود. خواهد احتمال اندازۀ یک همه جا φ-تقریباً هم T (x, ·) که اضافه خاصیت

بود. خواهد x شرط به {ξ ∈ B} پیشامد احتمال همان

تصادفی جرم انتقال ٢ . ۵ . ١

انتقال چگالی و تصادفی وزن دار انتقال هستۀ تصادفی، وزن دار انتقال اندازۀ یک از منظور ،١۶ . ١ تعریف مشابه
و T : Ω × Rd → M ،Q : Ω → M(Rd × Rd) مانند اندازه پذیر تابعی ترتیب به تصادفی، وزن دار
،Qω(B) با را F (ω, x, ξ) و T (ω, x)(B) ،Q(ω)(B) کمیت های است. F : Ω × Rd × Rd → R
کار به را "تصادفی" صفت گاهی باشد، معلوم منظور که صورتی در می دهیم. نشان نیز Fω(x, ξ) و Tω(x,B)

نمی کنیم. استفاده ω اندیس از و نمی بریم

می کنیم، صحبت ( وزن بدون مشابه طور به (یا موازنه گر جرم انتقال یک از هرگاه تصادفی، حالت در .١ . ٢٢ قرارداد
است. وزن) بدون مشابه طور به (یا موازنه گر همیشه تقریباً که است این منظور

تعمیم پایا و تصادفی حالت همچنین و تصادفی حالت برای صورت همان به را ١ . ٢٠ تعریف تناظرهای می توان
است. برقرار نیز زیر گزارۀ ١ . ٢١ گزارۀ مشابه هستند. سازگار نیز بودن هم ورد مفهوم با تناظرها این داد.

که باشد هم ورد وزن دار انتقال اندازۀ یک Q اگر باشند. پایا تصادفی اندازۀ دو Ψو Φ کنید فرض .١ . ٢٣ گزاره
هستۀ یک و هم ورد وزن دار انتقال چگالی یک آن گاه باشد، پیوسته مطلق طور به Φ ⊗ Ψ به نسبت همیشه تقریباً
همیشه تقریباً که باشد هم ورد وزن دار انتقال هستۀ یک T اگر هم چنین دارد. وجود Q با متناظر هم ورد وزن دار انتقال

دارد. وجود T با متناظر هم ورد وزن دار انتقال چگالی یک آن گاه باشد، پیوسته مطلق طور به Ψ به نسبت

بگیرید. نظر در Ω× Rd × Rd روی را زیر اندازۀ اول، قسمت برای اثبات.

Q̂(A×B × C) :=
∫
A

Qω(B × C)dP(ω).

پیوسته مطلق طور به می شود تعریف مشابه طور به که Φ̂⊗Ψ هم ورد اندازۀ به نسبت و است هم ورد اندازه این
مشتق از نسخه ای که دارد وجود Ω × Rd × Rd روی F هم ورد تابع [١٠] از ۵ . ٣ قضیۀ طبق بنابراین است.
قسمت های سایر است. مطلوب هم ورد وزن دار انتقال چگالی همان این است. Φ̂⊗Ψ به نسبت Q̂ رادون-نیکودایم

می شوند. نتیجه ١۶ . ١ تعریف تناظرهای و اول قسمت از گزاره،

١۶



جرم انتقال اصل ۶ . ١

یعنی می کنیم؛ تعریف s بردار با T یافتۀ انتقال را θsT ،T وزن دار انتقال هستۀ برای .٢۴ . ١ تعریف

(θsT )(x,B) := T (x+ s,B + s).

یعنی θsT؛ = T ◦ θs هرگاه است هم ورد T تصادفی وزن دار انتقال ١ . ٢ . ١،هستۀ بخش تعاریف طبق

Tθsω(x− s,B − s) = Tω(x,B).

اندازۀ یک Ψ اگر باشد. هم ورد و اندازه پذیر نامنفی تابع یک k : Ω× Rd × Rd → R کنید فرض .٢۵ . ١ مثال
است. هم ورد زیر وزن دار انتقال هستۀ آن گاه باشد، پایا تصادفی

T (x,B) :=

∫
B

k(x, ξ)Ψ(dξ).

می شوند. استفاده کرات به (١ . ٣٣ (نتیجۀ جرم انتقال اصل کاربردهای در انتقال هسته های نوع این

می شود. مشخص یکتا طور به مبدأ روی آن اثر با هم ورد وزن دار انتقال هستۀ یک ،١ . ٣ نکتۀ طبق .٢۶ . ١ نکته
که دارد وجود T یکتای هم ورد وزن دار انتقال هستۀ باشد، داده شده k : Ω → M اندازه پذیر تابع اگر یعنی

می شود داده صورت این به و k(ω,B) = Tω(۰, B)

Tω(x,B) := k(θxω,B − s).

Tω(۰) = δτ۰(ω) که دارد وجود یکتایی هم ورد تخصیص باشد، تصادفی بردار یک τ۰ : Ω→ Rd اگر خاص، طور به
نامنفی و اندازه پذیر تابعی g : Ω × Rd → R اگر هم چنین می شود. داده Tω(x) := δx+τ۰(θxω) صورت به و
می شود. داده زیر صورت به و g(ω, ξ) = F (ω, ۰, ξ) که دارد وجود F یکتای هم ورد وزن دار انتقال چگالی باشد،

F (ω, x, ξ) := g(θsω, ξ − s).

اندازۀ آن گاه باشد، هم ورد وزن دار انتقال هستۀ یک T و پایا تصادفی اندازۀ یک Φ اگر که می شود دیده راحتی به
است. پایا تصادفی اندازۀ یک نیز Ψ(B) :=

∫
Rd T (x,B)Φ(dx)

جرم انتقال اصل ۶ . ١

ψ و φ اندازه های که حالتی در کردیم. ارائه مجموعه یک از شده خارج جرم و جرم انتقال از تعبیری قبل بخش در
اگر است. برابر فضا کل به شده وارد جرم با فضا کل از شده خارج جرم دارد: وجود ساده قانون یک باشند، متناهی

با برابرند فوق کمیت دو باشد، f مثل وزن دار انتقال چگالی یک با متناظر وزن دارِ انتقال اندازۀ q

q(Rd × Rd) =

∫
Rd

∫
Rd

f(x, ξ)φ(dx)ψ(dξ).

١٧
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فوق قانون و باشد بینهایت می تواند فضا کل از شده خارج جرم باشند، نامتناهی اندازه هایی ψ یا φ که حالتی در اما
می توانیم باشیم، داشته کار و سر پایا تصادفی اندازۀ دو با که حالتی در حال، این با نمی دهد. دست به مفیدی رابطۀ
میانگین از تعبیری (که نمونه نقطۀ برای کمیت همان ریاضی امید با را فضا کل روی کمیت یک انتگرال ریاضی امید
می نامند جرم انتقال اصل را آن که می آید به دست دیگری اتحاد ترتیب این به کنیم. جایگزین است) فضا کل روی
به نیز ریاضیات از دیگری مباحث در جرم انتقال اصل از صورت هایی هم چنین می کنیم. معرفی را آن ادامه در و
از صورتی آن ها در که هستند تصادفی گراف هایی تک پیمانه ای۴٠ تصادفی گراف های مثال، برای می شوند. گرفته کار

کنید). مراجعه [١] (به است برقرار جرم انتقال اصل

را T ∗ وزن دار انتقال هستۀ باشد. وزن دار انتقال هستۀ یک T و اندازه دو ψ و φ کنید فرض .١ . ٢٧ تعریف
دو هر برای یعنی باشند؛ یکدیگر دوگان آن ها با متناظر q∗ و q وزن دار انتقال اندازه های هرگاه می نامیم T دوگان۴١

دیگر عبارت به کنند. صدق q∗(A×B) = q(B × A) رابطۀ در B و A بورل ∫مجموعۀ
A

T (x,B)φ(dx) =

∫
B

T ∗(ξ, A)ψ(dξ).

جرم معنی به T ∗(ξ, A) تعبیر بنابراین و است B از A به شده وارد جرم معنی به q∗(A×B) فوق تعریف در
برای هستند، جمعی B و A از یک هر به نسبت فوق رابطۀ طرف دو که این به توجه با است. A از ξ به شده وارد

داشت خواهیم h : Rd × Rd → R پذیر اندازه تابع ∫هر
Rd

∫
Rd

h(x, ξ)T (x, dξ)φ(dx) =

∫
Rd

∫
Rd

h(x, ξ)T ∗(ξ, dx)ψ(dξ).

به دارد. وجود T دوگان آن گاه باشد، f = f(x, ξ) وزن دار انتقال چگالی با متناظر T که صورتی در .١ . ٢٨ نکته
است. T دوگان f ∗(x, ξ) := f(ξ, x) وزن دار انتقال چگالی با متناظر وزن دار انتقال هستۀ مثال عنوان

به را φ ،T هم چنین کند. تبدیل φ به را ψ ،T ∗ اگر تنها و اگر است وزن بدون T ،١ . ٢٧ تعریف در .١ . ٢٩ نکته
باشد. وزن بدون T ∗ اگر تنها و اگر می کند تبدیل ψ

دوگان که دارد وجود T ∗ ψ-یکتای انتقال هستۀ آن گاه باشد، ,φ)-موازنه گر ψ) انتقال هستۀ یک T اگر .١ . ٣٠ لم
تصادفی انتقال هستۀ یک T و باشند پایا Ψ و Φ اگر هم چنین بود. خواهد ,ψ)-موازنه گر φ) نیز T ∗ و باشد T

کرد. انتخاب هم ورد می توان نیز را T ∗ است، (Φ,Ψ)-موازنه گر همیشه تقریباً که باشد هم ورد

می کند، بیان را جرم انتقال اصل از صورتی ([١٣]) زیر قضیۀ است. ١ . ٢٣ و ١ . ٢١ گزاره های مستقیم نتیجۀ لم این
است. کاربردی بسیار نیز (١ . ٣٣ (نتیجۀ آن سادۀ صورت هرچند

۴٠�Unimodular random graph
۴١�Dual

١٨



جرم انتقال اصل ۶ . ١

هستۀ دو T ∗ و T و باشند پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض کلی). صورت جرم۴٢، انتقال (اصل ١ . ٣١ قضیه
h : Ω×Rd → R نامنفی اندازه پذیر تابع هر برای صورت این در یکدیگرند. دوگان که باشند هم ورد وزن دار انتقال

داریم

λΦEΦ

[∫
h(ξ)T (۰, dξ)

]
= λΨEΨ

[∫
(θxh)(۰)T

∗(۰, dx)

]
.

را h(θt, s) نماد اگر کرده ایم. نظر صرف h و T برای ω اندیس نوشتن از راحتی برای فوق رابطۀ در که کنید توجه
می توانیم را فوق رابطۀ است، h(θtω, s) با برابر آن مقدار ω ازای به که بگیریم نظر در تصادفی متغیر یک عنوان به

بنویسیم زیر صورت به

λΦEΦ

[∫
h(θ۰, ξ)T (۰, dξ)

]
= λΨEΨ

[∫
h(θx,−x)T ∗(۰, dx)

]
.

انتقال هستۀ گرفتن نظر در با آن گاه باشند، مجاز هم علامت دار اندازه های انتقال، هستۀ تعریف در اگر واقع، در
با است معادل فوق رابطۀ ببینید) را ٢۶ . ١ (نکتۀ T ′(x, dξ) := h(θx, ξ − x)T (x, dξ) هم ورد وزن دار

λΦEΦ

[∫
T ′(۰, dt)

]
= λΨEΨ

[∫
T ′∗(۰, dt)

]
.

از (بعد نمونه نقطۀ یک به شده وارد جرم متوسط با نمونه نقطۀ یک از شده خارج جرم متوسط برابری رابطه این
شده وارد جرم متوسط با B بورل مجموعۀ یک از شده خارج جرم متوسط ،معادلا می کند. بیان را شدت) در ضرب
(برای می کنیم بازنویسی [١٣] به نسبت ساده تری روش به را اثبات [٨] مشابه ایده ای با اینجا در است. برابر B به

می کند). استفاده ١ . ١١ گزارۀ در کمپبل فرمول از که ببینید را [١٣] ،Rd از غیر گروه های در اثبات دیدن

جرم ریاضی امید با برابر را m(u, v) بگیرید. u + [۰,۱)d مکعب را Qu ،u ∈ Zd برای .١ . ٣١ قضیۀ اثبات
یعنی کنید؛ تعریف T ′(x, dξ) := h(θx, ξ − x)T (x, dξ) جرم انتقال با Qv به Qu از شده منتقل

m(u, v) := E
[∫

Qu

∫
Qv

h(θx, ξ − x)T (x, dξ)Φ(dx)
]
.

می گیریم نتیجه ١ . ٢٧ تعریف در T ∗ تعریف از

m(u, v) = E
[∫

Qu

∫
Qv

h(θx, ξ − x)T ∗(ξ, dx)Ψ(dξ)

]
.

بنابراین .m(۰, v) = m(−v, ۰) داریم جرم، انتقال این بودن هم ورد ∑طبق
v∈Zd

m(۰, v) =
∑
v∈Zd

m(−v, ۰) =
∑
v∈Zd

m(v, ۰).

۴٢�Mass transport principle

١٩



مقدمات ١ فصل

می آوریم دست به چپ، سمت عبارت در ξ ← ξ − x متغیر تغییر و T بودن هم ورد از ،m تعریف جایگذاری با

E
[∫

B۰

∫
Rd

h(θx, ξ)Tθx(۰, dξ)Φ(dx)

]
= E

[∫
B۰

∫
Rd

h(θxθξ,−x)T ∗
θξ
(۰, dx)Ψ(dξ)

]
.

می شود. نتیجه پالم اندازۀ تعریف از مطلوب تساوی حال

یک F : Ω × Rd × Rd → R اگر ،١ . ٣١ قضیۀ فرض های با جرم). انتقال اصل دیگر (صورت ١ . ٣٢ نتیجه
آن گاه باشد، هم ورد و اندازه پذیر نامنفی تابع

λΦEΦ

[∫
F (۰, ξ)T (۰, dξ)

]
= λΨEΨ

[∫
F (x, ۰)T ∗(۰, dx)

]
.

می آوریم. به دست را زیر نتیجۀ T ∗(x) = Φ و T (x) = Ψ جایگذاری با خاص، طور به

داریم ١ . ٣٢ نتیجۀ فرض های با جرم). انتقال اصل سادۀ (حالت ١ . ٣٣ نتیجه

λΦEΦ

[∫
F (۰, ξ)Ψ(dξ)

]
= λΨEΨ

[∫
F (x, ۰)Φ(dx)

]
. (١ . ٣)

نقطۀ به x نقطۀ از که کوچکی بی نهایت جرم اگر که دقیق) چندان نه طور (به کرد تعبیر طور این می توان را رابطه این
با Φ شدت در ضرب Φ نمونۀ نقطۀ یک از شده خارج جرم متوسط باشد، هم ورد F و باشد F (x, ξ) می رود ξ

است. برابر Ψ شدت در ضرب Ψ نمونۀ نقطۀ یک به شده وارد جرم متوسط

همان رابطه این ،Φ = Ψ باشیم داشته علاوه به اگر است. ۴٣ نوو جابجایی فرمول از ساده تری بیان (١ . ٣) رابطۀ
ببینید. را [١٣] بیشتر جزئیات برای است. ۴۴ مکه فرمول

مثال، برای می کند. ساده تر را قضیه ها برخی اثبات و دارد وسیعی کاربردهای جرم انتقال اصل از (١ . ٣) صورت
می کنیم. ثابت فرمول این با را زیر گزارۀ

کاشی کاری یک کنید فرض .V ∈ R و باشد λΨ شدت با پایا نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض .٣۴ . ١ گزاره
.V = ۱

λΨ
صورت این در می دهد. نسبت V حجم با کاشی یک Ψ نقطۀ هر به که باشیم داشته هم ورد تصادفی۴۵

جرم τ(x) به x از بنامید. τ(x) را است x شامل آن با متناظر کاشی که Ψ از نقطه ای ،x ∈ Rd برای اثبات.
لبگ اندازۀ را Φ حال است. هم ورد تابع یک F .F (x, y) := ۱{y=τ(x)} کنید تعریف یعنی بفرستید؛ واحد
طرف و است ۱ با برابر اینجا در (١ . ٣) چپ طرف می کنیم. استفاده (١ . ٣٣ (نتیجۀ جرم انتقال اصل از و می گیریم

می شود. ثابت حکم پس .λΨV با است برابر راست

۴٣Neveu�s exchange formula
۴۴Mecke
۴۵�Random tessellation

٢٠



٢ فصل

اضافه نقطۀ یافتن و انتقالی سازی جفت تاریخچۀ

است شده سعی می کنیم. گردآوری مختلف منابع از را انتقالی جفت سازی به مربوط نتایج و تاریخچه فصل این در
پشت ایده های شود، ارائه جامعی طور به تاریخچه که شود تنظیم طوری نویسنده، اضافۀ توضیحات و مطالب چینش

گردد. تأمین نیز پایان نامه این نیاز مورد مطالب و شود داده نشان صحنه

آن پالم نسخۀ روی از تصادفی اندازۀ یک بازسازی ٢ . ١

به که سؤالی ساخت. را آن پالم توزیع می توان تصادفی اندازۀ یک توزیع دانستن با چگونه که دیدیم ١ . ٣ بخش در
مشخص یکتا طور به آن پالم توزیع دانستن با تصادفی فرآیند یک توزیع آیا که است این می آید پیش طبیعی صورت
باشد مثبت فضا کل اندازۀ که پیشامد این شرط به تصادفی فرآیند آن توزیع یعنی است؛ مثبت تقریباً پاسخ می شود؟
را زیر مثال فرمول، این بیان از قبل زیر). در ٢ . ٢ قضیۀ و [١۶] در ۴ . ٢ (قضیۀ می شود داده انعکاس فرمول توسط

ببینید.

این به Ψ پالم نسخۀ دانستن با را Ψ توزیع می توان باشد، ثابت Ψ(G) اگر ،١ . ١٠ مثال شرایط در .٢ . ١ مثال
کرد: بازسازی صورت

مختصات مبدأ تصادفی انتقال یک با است کافی
کنیم. منتقل G از یکنواخت تصادفی نقطۀ یک به را

می تواند فضا کل اندازۀ چون کلی، حالت در می شود. نتیجه (٢ . ٢ (قضیۀ انعکاس فرمول از مثال این ادعای
داریم. دیگری روش به نیاز نتیجه در و ندارد وجود فضا کل از یکنواخت تصادفی نقطۀ یک باشد، بی نهایت

که طوری به باشد نامنفی و اندازه پذیر تابعی h̃ : M × Rd → R کنید فرض انعکاس١). (فرمول ٢ . ٢ قضیه
نامنفی اندازه پذیر تابع هر برای صورت این در .

∫
Rd h̃(µ, s)µ(ds) = ۱ باشیم داشته µ ناصفر اندازۀ هر برای

١�Inversion formula

٢١



اضافه نقطۀ یافتن و انتقالی سازی جفت تاریخچۀ ٢ فصل

داریم f : Ω→ R

E
[
۱{Ψ(Rd)>۰}f

]
= λΨEΨ

[∫
Rd

h̃(θ−sΨ, s)f(θ−s)ds

]
. (٢ . ١)

توسط شده تولید هم ورد تابع را H̃ اگر بنویسیم. تری ساده شکل به را فرمول این می توانیم ١ . ٣ نکتۀ به توجه با
آن گاه ،H̃(Ψ, s, t) := h̃(θsΨ, t− s) یعنی بگیریم؛ h̃

E
[
۱{Ψ(Rd)>۰}f

]
= λΨEΨ

[∫
Rd

H̃(Ψ, s, ۰)f(θs)ds

]
. (٢ . ٢)

جرم انتقال اصل از مستقیمی نتیجۀ فرمول این است. (١ . ١١ (گزارۀ کمپبل فرمول مستقیم نتیجۀ فرمول این
هست. نیز H̃ انتقال چگالی برای (١ . ٣٢ (نتیجۀ

نسخۀ توزیع دانستن با یکتا طور به Ψ(Rd) ̸= ۰ پیشامد شرط به را Ψ توزیع (٢ . ١) انعکاس فرمول .٢ . ٣ گزاره
می کند. مشخص آن پالم

هیچ گزاره این از که این به توجه با می کنیم. استفاده آورد خواهیم ادامه در که ٢ . ٢١ نتیجۀ از گزاره این اثبات در
نمی شود. ایجاد اثبات ها سایر در خللی نمی شود، استفاده دیگری جای

دانستن با یکتا طور به E
[
f
∣∣Ψ(Rd) > ۰

]
،f : Ω→ R پذیر اندازه تابع برای دهیم نشان است کافی اثبات.

پس است. شده ساخته ٢ . ٢ قضیۀ شرایط با h̃ تابع از مثال یک [١۶] در است. محاسبه قابل Ψ پالم نسخۀ توزیع
است. پالم نسخۀ روی از محاسبه قابل λΨP

[
Ψ(Rd) > ۰

]
دهیم نشان است کافی ،(٢ . ١) انعکاس فرمول طبق

می شود. نتیجه آورد خواهیم ادامه در که ٢ . ٢١ نکتۀ از موضوع این

از را P احتمال اندازۀ خود انعکاس فرمول واقع، در می دهیم. ارائه را انعکاس فرمول از دیگری بیان زیر نکتۀ در
می کنیم. اکتفا Ψ توزیع بازسازی به زیر نکتۀ در اما می کند، بازسازی PΨ روی

بردار یک Y کنید فرض فوق، فرض های با .Ψ(Rd) > ۰ همیشه تقریباً کنید فرض سادگی برای .۴ . ٢ نکته
یک β(Ψ) که باشد ۱

β(Ψ)
H̃(Ψ, ·, ۰)L با برابر (PΨ احتمال اندازۀ (تحت Ψ شرط به آن توزیع که باشد تصادفی

هر برای صورت این در دارد). بستگی Ψ تحقق های به که است تصادفی کمیتی  β(Ψ)) است کننده نرمال ضریب
داریم f :M → R نامنفی و پذیر اندازه تابع

E [f(Ψ)] = λΨEΨ [β(Ψ)f(θ−YΨ)] . (٢ . ٣)

آن توزیع رادون-نیکودایم مشتق که است تصادفی اندازۀ یک θ−Y Ψ̃ باشد، Ψ پالم نسخۀ Ψ̃ اگر دیگر، عبارت به
. λΨβ(Ψ̃) با است برابر Ψ توزیع به نسبت

بگیرید. نظر در را زیر مثال بهتر شهود برای

٢٢



آن پالم نسخۀ روی از تصادفی اندازۀ یک بازسازی ٢ . ١

روی تنها s هر ازای به H̃(Ψω, s, ·) و باشد پایا نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض فوق، توضیحات در .۵ . ٢ مثال
s ∈ Rd نقطۀ که داریم تخصیص یک کنید فرض یعنی ٠؛ با برابر جاها سایر و باشد ١ با برابر Ψω اتم های از یکی
آن کاشی هر که است فضا از هم ورد کاشی کاری یک با معادل این می کند. متناظر Ψ نقاط از یکی به هم ورد طور به را
از یکنواخت تصادفی نقطۀ یک شد، معرفی ۴ . ٢ نکتۀ در که Y نقطۀ صورت این در است. Ψ از نقطه یک با متناظر
است. کاشی این حجم β(Ψ̃) و است است) فرآیند از نقطه ای پالم اندازۀ تحت (که مختصات مبدأ با متناظر کاشی
از یکنواخت تصادفی نقطۀ یک Y کنیم، متناظر s به Ψ نقطۀ نزدیک ترین به را s ∈ Rd نقطۀ اگر خاص، طور به

است. سلول این حجم β(Ψ̃) و بود خواهد Ψ̃ برای ورونوی سلول بندی در مبدأ با متناظر ورونوی سلول

دانستن با هنوز اما آورد، دست به را Ψ خود توزیع Ψ پالم توزیع دانستن با می توان که داده ایم نشان هرچند
از نسخه ای پالم اندازۀ تحت θY Ψ̃) آوریم دست به Ψ توزیع از نمونه یک ایم نتوانسته Ψ پالم نسخۀ از نمونه یک
دست به Ψ پالم نسخۀ از نمونه یک نتوانسته ایم هنوز Ψ از نمونه یک دانستن با عکس، به هم چنین نیست). Ψ
(که باشد ثابتی مقدار همواره β(Ψ̃) (٢ . ٣) فرمول در که بسازیم طوری را H̃ بتوانیم اگر کار این برای بیاوریم.
یک دانستن با که می گوید ۴ . ٢ نکتۀ صورت، این در بود)، خواهد ۱

λΨ
با برابر حتماً دید خواهیم ٣۴ . ١ گزارۀ مشابه

٢ . ١٣ (قضیۀ کنیم تولید را Ψ توزیع از نمونه یک تا کنیم اعمال تصادفی انتقال یک توانسته ایم Ψ پالم نسخۀ از نمونه
کافی و لازم شرط نیست. ممکن فوق هدف کردن برآورده حالات، برخی در که است ذکر به لازم هم چنین ببینید. را
تصادفی نقطۀ یک نیست نیازی کنید: توجه ٢ . ١ مثال با موضوع این ارتباط به شد). خواهد آورده ٢ . ٢٠ گزارۀ در
یک Y اگر است، ثابت همیشه تقریباً β(Ψ) که این فرض با مشابه، طور به کنیم. انتخاب فضا کل از یکنواخت
Ψ پالم نسخۀ با هم توزیع θYΨ آن گاه باشد، H̃(Ψ, ۰, ·)Ψ با برابر Ψ شرط به آن توزیع که باشد تصادفی بردار

می کنیم. ارائه دقیق جزئیات با ٢ . ١١ قضیۀ و ۶ . ٢ تعریف در را موضوع این بود. خواهد

بردار یک اضافه٢ نقطۀ الگوی یک از منظور باشد. Rd روی پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .۶ . ٢ تعریف
باشد. Ψ پالم نسخۀ با هم توزیع θYΨ که طوری به است Rd روی Y تصادفی

الگوی نام گذاری باشد. شده تعریف Ω نمونۀ فضای از گسترش یک روی می تواند Y فوق، تعریف در که کنید توجه
یعنی باشد؛ Zd روی برنولی٣ نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض است. شده پیشنهاد زیر علت به [٨] در اضافه نقطۀ
نقطه ای فرآیند یک مشابه، طور (به خیر یا است شده انتخاب مستقل سکۀ یک پرتاب با Zd شبکۀ از نقطه هر
فرآیند این با هم توزیع Ψ پالم نسخۀ ببینید)، را [٣]) ۵ اسلیونیاک-مکه قضیۀ طبق صورت این در .(Rd در پواسون۴
Y اگر پس باشد. نبوده مبدأ در نقطه ای قبلا که صورتی در کنیم، اضافه مختصات مبدأ در Ψ به نقطه یک که است
به را چیزی (θYΨ گرفتن نظر در با (یعنی −Y بردار با Ψ انتقال با آن گاه باشد، Ψ برای اضافه نقطۀ الگوی یک
پس است. شده اضافه مختصات مبدأ به نقطه یک که تفاوت این با است Ψ همان توزیع حد در که می آوریم دست

است! بوده Ψ در اضافه نقطۀ یک Y ابتدا از انگار
٢�Extra head scheme
٣�Bernoulli point process
۴�Poisson point process
۵Slivniak-Mecke theorem
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کردن نگاه از Ψ پالم توزیع که کردیم ارائه را تعبیر این ١ . ٣ بخش در دارد. جالبی تعبیر اضافه نقطۀ الگوی وجود
نقطۀ الگوی وجود دادیم. ارائه موضوع این دقیق تعریف برای روشهایی و می آید دست به Ψ نمونۀ نقطۀ یک از Ψ به
با نقطه ای که Y نقطۀ از Ψ به است کافی آن، نمونۀ نقطۀ یک از Ψ به کردن نگاه برای که است معنی این به اضافه

کنید. مقایسه ١ . ١٠ مثال با را این موضوع، شدن روشن برای کنیم. نگاه است مشخص توزیع
نتیجه [١٨] در ١ قضیۀ از قضیه این می دهد. نشان ارگودیک حالت در را اضافه نقطۀ الگوی وجود زیر قضیۀ
یووال کرد٧. ارائه [١٩] و [١٨] مقاله های نتایج مورد در سخنرانی یک توریسون۶ هرمان ١٩٩۵ سال در می شود.
چگونه که معنی این به یافت؛ پواسون فرآیند در اضافه نقطۀ یک می توان چگونه که شد علاقه مند مسئله این به پرز٨
سخنرانی یک در پرز ٢٠٠۴ سال در کند. ارائه فوق تعریف با اضافه نقطۀ الگوی یک که ساخت الگوریتمی می توان
هم چنین و [۶]) داد ارائه Rd در ارگودیک نقطه ای فرآیند یک برای اضافه نقطۀ الگوی ساختن برای را الگوریتم اولین
٢٠٠٠ سال در او از قبل البته است. موضوع این در کارها شاخص ترین از یکی که پایان نامه)، همین از ٣ . ٣ بخش
در ساختنی الگوریتم اولین که بود داده ارائه بعدی یک فضای در نقطه ای فرآیندهای برای تر ساده الگوریتم یک لیگت٩
متفاوت هندسی ویژگی های با نیز دیگری الگوریتم های آن از پس ببینید). را ٣ . ٢ بخش .[١۴]) است موضوع این

می کنیم. معرفی مختصر صورت به را روش ها این از بعضی ٣ فصل در شده اند. ارائه نقطه ای فرآیند های برای

دارد. وجود اضافه نقطۀ الگوی یک Rd روی Ψ ناصفر ارگودیک تصادفی اندازۀ هر برای .٢ . ٧ قضیه

شد. خواهد بررسی ٢ . ٢٠ گزارۀ در ارگودیک غیر حالت

. است ١۴ . ٢ قضیۀ و ٢ . ١٢ نکتۀ ،٢ . ١١ قضیۀ مستقیم نتیجۀ ادعا این اثبات.

انتقالی١٠ جفت سازی یک از منظور باشند؛ پایا) لزوماً (نه تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .٢ . ٨ تعریف
یک دیگر، عبارت به باشند. یکدیگر از انتقالی همیشه تقریباً که است Ψ و Φ برای جفت سازی یک ،Ψ و Φ برای
Φ′ که طوری به باشد) شده تعریف دیگری احتمال فضای روی است ممکن (که (Φ′,Ψ′, Y ) مانند تصادفی شیء

که طوری به است Rd در تصادفی بردار یک Y و هستند Ψ و Φ با هم توزیع تصادفی اندازۀ دو Ψ′ و

Ψ′ = θYΦ
′, a.s.

[١٨] در و است شده شناخته گروه١١نیز عمل تحت جفت سازی عنوان با کلی تر حالت در انتقالی جفت سازی
است. شده معرفی

۶Hermann Thorisson
است. شده نوشته توریسون هرمان با شخصی مکالمات اساس بر پاراگراف این ٧

٨Yuval Peres
٩Ligget

١٠�Shift coupling
١١�Group coupling
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جرم انتقال با ارتباط ٢ . ٢

انتقالی جفت سازی یک (Ψ, θYΨ, Y ) آن تعریف طبق باشد، Ψ برای اضافه نقطۀ الگوی یک Y اگر .٢ . ٩ نکته
باشد. مذکور شکل به انتقالی جفت سازی یک (Ψ′,Ψ′′, Y ′) کنید فرض عکس، به است. آن پالم نسخۀ و Ψ برای
Ψ′ شرط به Y ′ توزیع با برابر Ψ شرط به آن توزیع که بگیرید Ω از مناسبی گسترش روی تصادفی بردار یک را Y

است. Ψ برای اضافه نقطۀ الگوی یک Y صورت این در باشد.

برای .([١٨]) است شده ثابت ١٩٩۶ سال در توریسون توسط انتقالی جفت سازی وجود برای کافی و لازم شرط
[١٨] در ١ قضیۀ از خاصی حالت قضیه این بگیریم. (M,M) همان را (H,H) زیر قضیۀ در است کافی کار این

است. شده بحث [١٨] در نقطه ای فرآیند های انتقالی جفت سازی برای قضیه این کاربرد است.

H روی Rd اندازه پذیر عمل یک (s, h)→ θs(h) و باشد اندازه فضای یک (H,H) کنید فرض .٢ . ١٠ قضیه
هستند. معادل هم با زیر شرط دو باشند. H در تصادفی عنصر دو X ′ و X کنید فرض هم چنین باشد.

باشد. X ′ با هم توزیع θYX که دارد وجود Rd در Y تصادفی بردار آ .

باشند. یکسان (s ∈ Rd ازای به ها θs همۀ (تحت ناوردا پیشامدهای روی X ′ و X توزیع های ب.

است شده تعریف آن در X که احتمالی فضای باشد لازم است ممکن Y وجود برای اول، قسمت در که کنید توجه
اول شرط اگر است: واضح قضیه این طرف یک البته نمی آوریم. را قضیه این اثبات پایان نامه این در یابد. گسترش
بنابراین و است یکسان θYX ∈ A پیشامد Xبا ∈ A پیشامد آن گاه باشد، ناوردا پیشامد یک A و باشد برقرار
توزیع [١٨] در قضیه این اثبات است. برابر X ′ ∈ A پیشامد احتمال با X ∈ A پیشامد احتمال می گیریم نتیجه
نه (و X ′ و X توزیع داشتن با را Y هرچند نمی کند، ارائه ساختنی روش به X ′ و X از نمونه دو دانستن با را Y

می سازد. آن ها) از نمونه دو داشتن با فقط

جرم انتقال با ارتباط ٢ . ٢

موازنه گر انتقال هستۀ و انتقالی جفت سازی اضافه، نقطۀ الگوی مفاهیم پایا، حالت در که می دهیم نشان بخش این در
نقطۀ الگوی ارتباط است، (٢ . ١) انعکاس فرمول از دیگری بیان که (٢ . ٢) فرمول هستند. متناظر هم با نحوی به
آن از پیش اما است، شده بحث [١٣] در آن کلی حالت در ارتباط این می دهد. نشان را جرم انتقال با اضافه
الگوی ساختن الگوریتم های اساس و است شده بحث [٨] در موازنه گر تخصیص های و نقطه ای فرآیند حالت در نیز
کنیم. بیان می توانیم را زیر قضیۀ دو ،۶ . ٢ تعریف از پیش توضیحات به توجه با می دهد. تشکیل را اضافه نقطۀ
کنید توجه است. قضیه همان از ساده ای نتیجۀ نیز ٢ . ١٣ قضیۀ و است [١٣] در ١ . ۴ قضیۀ از حالتی ٢ . ١١ قضیۀ
در است. آن پالم نسخۀ و Ψ برای انتقالی جفت سازی یک وجود با معادل قضیه دو این فرض ٢ . ٩ نکتۀ طبق که

می کنیم. بررسی را ارگودیک حالت در انتقالی جفت سازی وجود ١۴ . ٢ قضیۀ در نهایت،
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یک Y صورت این در .Rd در تصادفی بردار یک Y و باشد پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .٢ . ١١ قضیه
هستۀ یک T آن در که ،T (۰, ·) با باشد برابر Ψ شرط به Y توزیع اگر تنها و اگر است Ψ برای اضافه نقطۀ الگوی
شرایط، این با T انتقال هستۀ هر برای هم چنین است. Ψ از تابعی و است Ψ و λΨL بین موازنه گر هم ورد انتقال

ساخت. شکل همین به می توان را Y

تابعی و است وزن بدون T که این به توجه با باشد. موازنه گر T کنید فرض ابتدا .Φ := λΨL دهید قرار اثبات.
[١٣] از ١ . ۴ قضیۀ ،PΦ = P که این به توجه با بود. خواهد خوش تعریف تصادفی بردار یک عنوان به Y ،Ψ از
با هم توزیع θYΨ بنابراین .M روی H پذیر اندازه تابع هر برای EΨ [H(Ψ)] = E [H(θYΨ)] که می دهد نتیجه
انتقال هستۀ می توان ٢۶ . ١ نکتۀ طبق باشد. اضافه نقطۀ الگوی یک Y کنید فرض عکس، به است. Ψ پالم نسخۀ
١ . ۴ قضیۀ عکس ،EΨ [H(Ψ)] = E [H(θYΨ)] رابطۀ طبق هم چنین بود. خواهد وزن بدون که ساخت را T

کنید). دقت [١٣] و اینجا در PΨ تعریف تفاوت (به است موازنه گر T که می دهد نتیجه [١٣] در

آن گاه نباشد)، Ψ از تابعی لزوماً (اما باشد Ψ و λΨL بین هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ یک T اگر .٢ . ١٢ نکته
کنیم تعریف می توانیم

T ′(s,B) := E [T (s,B) |Ψ] .

تابعی و است هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ یک نیز T ′ باشیم، کرده استفاده منظم شرطی امید از اگر صورت این در
نیز نباشد Ψ از تابعی لزوماً که Ψ و λΨL بین موازنه گر انتقال هستۀ یک از فوق قضیۀ طبق بنابراین است. Ψ از

ساخت. اضافه نقطۀ الگوی یک می توان

شرایط (در آن با متناظر انتقال هستۀ T و باشد Ψ برای اضافه نقطۀ الگوی یک Y کنید فرض .٢ . ١٣ قضیه
Ψ شرط به آن توزیع که باشد تصادفی بردار یک Z اگر بگیرید. ١ . ٢٧ تعریف طبق T دوگان را T ∗ .(٢ . ١١ قضیۀ
به است. Ψ با هم توزیع تصادفی اندازۀ یک (PΨ, θZΨ) آن گاه ،T ∗(۰, ·) با باشد برابر (PΨ احتمال اندازۀ (تحت

می کند. بازسازی آن پالم نسخۀ دانستن با را Ψ توزیع −Z تصادفی بردار با انتقال دیگر، عبارت

بدون انتقال هستۀ یک و دارد وجود T ∗ ،١ . ٢٩ نکتۀ و ١ . ٣٠ لم ،٢ . ١١ قضیۀ طبق .Φ := λΨL دهید قرار اثبات.
اندازه پذیر تابع هر برای که می آوریم دست به ،[١٣] از ١ . ۴ قضیۀ طبق پس است. (Ψ,Φ) برای گر موازنه و وزن

می شود. ثابت حکم و EΨ [H(θZΨ)] = E [H(Ψ)] داریم M روی H

هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ یک صورت دراین باشند. ارگودیک تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .١۴ . ٢ قضیه
باشند. برابر شدت دارای Ψ و Φ اگر تنها و اگر دارد وجود آن ها بین

فرض می کنیم. ثابت را لازم شرط فقط اینجا در می کنیم. ثابت ٢ . ١٩ قضیۀ در را قضیه این کلی تر حالت اثبات.
T دوگان که دارد وجود T ∗ هم ورد انتقال هستۀ ،١ . ٣٠ لم طبق باشد. هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ یک T کنید
تابع برای ١ . ٣٢ (نتیجۀ جرم انتقال اصل از بنابراین است. (Ψ,Φ)-موازنه گر نیز T ∗ ،١ . ٢٩ نتیجۀ طبق باشد.

می شود. ثابت ادعا و λΦ = λΨ که می شود نتیجه (F := ۱ ثابت

٢۶



ارگودیک غیر حالت ٢ . ٣

Rd به مساوی اندازۀ که ψ و φ اندازۀ دو هر بین می توان راحتی به تصادفی، غیر حالت در که کنید توجه .١۵ . ٢ نکته
این بخواهیم که می شود ایجاد وقتی مشکل ساخت. موازنه گر انتقال هستۀ یک بینهایت) اندازۀ (حتی دهند نسبت
اندازه های تمام برای هم ورد طور به نمی توان را کار این که می گوید ١۴ . ٢ قضیۀ دهیم. انجام هم ورد صورت به را کار
چنین ساختن به قادر را ما که است اساسی شرطی Ψ و Φ اندازه های بودن پایا هم چنین، داد. انجام تصادفی غیر

می کند. انتقالی هستۀ

را T قضیه، این شرایط تحقق فرض با است. زیر صورت به انتقالی جفت سازی با ١۴ . ٢ قضیۀ ارتباط .١۶ . ٢ نکته
T (۰, ·) با برابر Ψ شرط به آن توزیع که کنید فرض طوری ٢ . ١١ قضیۀ مشابه را Y و بگیرید مطلوب انتقال هستۀ
جفت سازی وجود با معادل ١۴ . ٢ قضیۀ احکام و می کند تبدیل PΨ به را PΦ اندازۀ θY انتقال صورت این در باشد.

آمد. خواهد ادامه در که است ٢ . ١٩ قضیۀ اثبات مشابه موضوع این اثبات هستند. PΨ و PΦ بین انتقالی

ارگودیک غیر حالت ٢ . ٣

بخش این در کردیم. بررسی ارگودیک حالت در را انتقالی جفت سازی و اضافه نقطۀ الگوی وجود قبل بخش در
لازم هم نمونه ای شدت برابری شدت، برابری بر علاوه می دهیم نشان می کنیم. بررسی را ارگودیک غیر حالت های

است.

می شود. تعریف زیر صورت Ψبه نمونه ای١٢ شدت باشد. تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .٢ . ١٧ تعریف

λ
(s)
Ψ (ω) := lim

R→∞

Ψω(BR (۰))

L(BR (۰))
. (۴ . ٢)

است برابر همیشه تقریباً که است تصادفی متغیر یک و دارد وجود همه جا تقریباً فوق حد باشد، پایا Ψ که صورتی در
با

λ
(s)
Ψ =

۱

L(B)
E [Ψ(B) |I ] (۵ . ٢)

است. متناهی و مثبت حجم با دلخواه بورل مجموعۀ یک B و است θsها همۀ تحت ناوردا سیگما-میدان I آن در که

همیشه تقریباً فوق حد که می دهد نتیجه h(ω) := Φω(B) تابع برای (١ . ١٢ (قضیۀ بیرکهف ارگودیک قضیۀ
ببینید). را [٩] از ١٠ . ١٩ (نتیجۀ است برقرار (۵ . ٢) رابطۀ و دارد وجود

داریم (۵ . ٢) رابطۀ طبق .٢ . ١٨ نکته

E
[
λ
(s)
Ψ

]
= λΨ.

تصادفی غیر نمونه ای شدت آن گاه باشد ارگودیک Ψ اگر است، ناوردا انتقال تحت λ(s)Ψ که این به توجه با هم چنین
.λ(s)Ψ = λΨ همیشه تقریباً یعنی بود؛ خواهد

١٢�Sample intensity
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است. ارگودیک غیر حالت در ١۴ . ٢ قضیۀ تعمیم ([١٣] در ١ . ۵ (قضیۀ زیر قضیۀ

هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ یک صورت این در باشند. پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .٢ . ١٩ قضیه
باشند. برابر هم با همیشه تقریباً آن ها نمونه ای شدت اگر تنها و اگر دارد وجود آن ها بین

باشد. شده تعریف نمونه فضای همان روی باید مطلوب انتقال هستۀ فوق قضیۀ در که کنید توجه

و ١ . ٣٠ لم طبق ناوردا. پیشامد یک A و باشد Ψ و Φ بین موازنه گر انتقال هستۀ یک T کنید فرض اثبات.
سادۀ حالت طبق باشد. (Ψ,Φ)-موازنه گر و باشد T دوگان که دارد وجود T ∗ هم ورد انتقال هستۀ ،١ . ٢٩ نکتۀ

داریم Fω(s, t) := ۱A(ω) تابع برای (١ . ٣٢ (نتیجۀ جرم انتقال

λΦPΦ[A] = λΨPΨ[A].

بیان (به E [Φ(B)۱A] = E [Ψ(B)۱A] می آوریم به دست A ناوردایی و (١ . ٧ (تعریف پالم اندازۀ تعریف طبق
B از شده خارج جرم متوسط با B به شده وارد جرم متوسط ،T ′

ω(s, ·) := ۱A(ω)T (s, ·) جرم انتقال در دیگر،
هستند. برابر هم با Ψ و Φ نمونه ای شدت نتیجه در است). برابر

قبل قسمت محاسبات عکس با و λΦ = λΨ نتیجه در باشند. برابر نمونه ای شدت های کنید فرض عکس، به
می دهیم (قرار ٢ . ١٠ قضیۀ طبق پس هستند. برابر هم با ناوردا پیشامد های روی PΨ و PΦ می آوریم دست به
دیگری احتمال فضای روی (که دارند وجود Rd در Y تصادفی بردار و Ω در δ۲ و δ۱ تصادفی عضو های ،(H := Ω

که دهید قرار .δ۲ = θY δ۱ همیشه تقریباً و باشد PΨ و PΦ ترتیب به δ۲ و δ۱ توزیع که طوری به شده اند) تعریف
می دانیم، را δ۲ و δ۱ توزیع که این به توجه با باشد. δ۱ = ω شرط به Y شرطی توزیع از منظم نسخۀ یک T̃ (ω, ·)

داریم A ∈ F پیشامد هر برای که دید می توان سادگی به

PΨ[A] = EΦ

[∫
Rd

۱A(θs)T̃ (θ۰, ds)

]
.

مشابه اثباتی با .Tω(s,B) := T̃ (θsω,B−s) یعنی بگیرید؛ T̃ توسط شده تولید هم ورد انتقال هستۀ را T حال
است (Φ,Ψ)-موازنه گر هستۀ یک T که می گیریم نتیجه ([١٣] در ١ . ۴ قضیۀ عکس از استفاده با (یا ٢ . ١١ قضیۀ

می شود. ثابت حکم و

می آوریم. به دست را زیر گزارۀ ٢ . ١٣ و ٢ . ١١ قضایای طبق ،٢ . ١٩ قضیۀ از نتیجه ای عنوان به

هستند. معادل هم با زیر عبارت های ،Ψ پایای تصادفی اندازۀ یک برای .٢ . ٢٠ گزاره

دارد. وجود Ψ برای اضافه نقطۀ الگوی یک آ .

کرد. بازسازی Ψ پالم نسخۀ توزیع از تصادفی انتقال یک با را Ψ توزیع می توان ب.
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باشد. ثابت مقدار یک همیشه تقریباً Ψ نمونه ای شدت پ.

Ψ پالم نسخۀ نمونه ای شدت با Ψ نمونه ای شدت می دهیم نشان نباشد، ثابت Ψ نمونه ای شدت اگر .٢ . ٢١ نکته
نسخۀ به را Ψ انتقال یک با داشت انتظار نمی توان بنابراین و داد) خواهیم نشان را آن ها (ارتباط نیست هم توزیع
(کافی است است انتقال تحت ناوردا پیشامد یک (۴ . ٢) حد وجود که کنید توجه ابتدا عکس. به یا کرد تبدیل آن پالم
همیشه PΨ-تقریباً نمونه ای شدت که می شود نتیجه پالم اندازۀ تعریف از بنابراین بگیریم). نظر در را گویا Rهای

می آوریم دست به انتقال تحت λ(s)Ψ ناوردایی به توجه با ،J ⊆ R بازۀ برای سپس دارد. وجود

PΨ[λ
(s)
Ψ ∈ J ] =

۱

λΨ
E
[∫

B

۱
λ
(s)
Ψ ∈JdΨ

]
=

۱

λΨ
E
[
۱
λ
(s)
Ψ ∈JΨ(B)

]
=

۱

λΨ
E
[
E
[
۱
λ
(s)
Ψ ∈JΨ(B) |I

]]
=

۱

λΨ
E
[
۱
λ
(s)
Ψ ∈Jλ

(s)
Ψ

]
است. µ شده١٣ مقدار-اریب نسخۀ ν آن گاه بنامیم، ν و µ به ترتیب را PΨ و P تحت λ(s)Ψ توزیع اگر بنابراین

dν

dµ
(x) = αx

نمونه ای شدت آن گاه باشد، f(x) احتمال چگالی دارای Φ نمونه ای شدت اگر مثال عنوان به .α = ۱
λΨ

آن در که
بیشتری شدت که Φ از نمونه هایی Φ پالم نسخۀ در دیگر، تعبیر به است. xf(x)

λΨ
احتمال چگالی دارای Φ پالم نسخۀ

می شوند. ظاهر Φ به نسبت بیشتری احتمال با دارند

می توان ارگودیک غیر حالت در ندارد، وجود اضافه نقطۀ الگوی نباشد ثابت نمونه ای شدت که حالتی در هرچند
دو Ψ۲ Ψ۱و کنید فرض کنید. توجه مثال یک به کار این برای آورد. به دست مشابهی نتیجۀ کوچک تغییر یک با
سکه پرتاب با ابتدا که بسازید ترتیب این به را Ψ تصادفی اندازۀ باشند. λ۲ و λ۱ شدت با ارگودیک تصادفی اندازۀ
الگوهای Y۲ و Y۱ اگر حال بگیرید. نظر در i از مستقل Φi از تصادفی نمونۀ یک سپس و کنید انتخاب را i اندیس
پاسخ سؤال این به ٢۵ . ٢ قضیۀ در گفت؟ می توان چه Yi تصادفی بردار مورد در باشند، Φ۲ و Φ۱ برای اضافه نقطۀ

داد. خواهیم

تقریباً (یعنی باشد ناصفر همیشه تقریباً که طوری به باشد پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .٢ . ٢٢ تعریف
که طوری به است Ω روی P∗

Ψ نام به اندازه ای Ψ شده١۴ اصلاح پالم اندازۀ .(Ψ(Rd) > ۰ همیشه

dP∗
Ψ

dPΨ

=
λΨ

λ
(s)
Ψ

.

E∗
Ψ با را P∗

Ψ به نسبت ریاضی امید است. احتمال اندازۀ یک و است تعریف خوش P∗
Ψ که می کنیم ثابت زیر در

می شود. نامیده Ψ شدۀ اصلاح پالم نسخۀ نیز (P∗
Ψ,Ψ) تصادفی اندازۀ می دهیم. نشان

١٣�Size-biased
١۴�Modified Palm distribution
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اضافه نقطۀ یافتن و انتقالی سازی جفت تاریخچۀ ٢ فصل

است. احتمال اندازۀ یک و است تعریف خوش P∗
Ψ ،٢ . ٢٢ تعریف شرایط با .٢ . ٢٣ گزاره

و است ناصفر (PΨ به (نسبت همیشه تقریباً راست سمت عبارت مخرج ،٢ . ٢١ نکتۀ طبق که کنید توجه اثبات.
می آوریم به دست (۵ . ٢) طبق است، مثبت همیشه تقریباً Ψ(Rd) که این به توجه با است. تعریف خوش P∗

Ψ بنابراین
(هم همه جا تقریباً که h := λΨ

λ
(s)
Ψ

۱{λ(s)
Ψ >۰} کنید تعریف است. مثبت (P به (نسبت همیشه تقریباً نیز λ(s)Ψ که

است کافی است، احتمال اندازۀ یک P∗
Ψ که این اثبات برای است. شده تعریف (P به نسبت هم و PΨ به نسبت

داریم (١ . ١) طبق باشد. متناهی و مثبت حجم با دلخواه بورل مجموعۀ یک B کنید فرض .EΨ [h] = ۱ کنیم ثابت

EΨ [h] =
۱

λΨLd(B)
E
[∫

Rd

h(θs)۱B(s)Ψ(ds)

]
=

۱

λΨLd(B)
E [Ψ(B)h] .

به نسبت نمونه ای شدت که این به توجه با کرده ایم. استفاده است ناوردا انتقال تحت h که این از آخر تساوی در
بنابراین و است چنین نیز h است، اندازه پذیر ناوردا میدان سیگما

E [Ψ(B)h] = E [E [Ψ(B)h |I ]] = E [hE [Ψ(B) |I ]]

= E
[
hλ

(s)
Ψ Ld(B)

]
= E

[
λΨ۱{λ(s)

Ψ >۰}Ld(B)
]

= λΨLd(B).

که می آوریم دست به فوق رابطۀ دو ترکیب با .P
[
λ
(s)
Ψ > ۰

]
= ۱ که کرده ایم استفاده نکته این از آخر تساوی در

می شود. ثابت حکم و EΨ [h] = ۱

نظر صرف گزاره این اثبات از اینجا در کرد. ارائه را شده اصلاح پالم اندازۀ از زیر دیگر تعابیر می توان راحتی به
می کنیم.

می کند. صدق زیر خواص در شده اصلاح پالم اندازۀ .٢۴ . ٢ گزاره

.P∗
Ψ(A) = λΨEΨ

[
۱

λ
(s)
Ψ

۱A

]
آ .

.P∗
Ψ(A) =

۱
L(B)

E
[

۱

λ
(s)
Ψ

∫
B

۱A(θs)Ψ(ds)

]
ب.

به آن توزیع که است تصادفی بردار یک Y و A ∈M آن در که P∗
Ψ(Ψ ∈ A) = limR→∞ E [۱A(θYΨ)] پ.

می کنیم؛ تعریف دلخواه را Y ،Ψ(BR (۰)) = ۰ که حالتی (در است BR (۰) به Ψ تحدید از مضربی Ψ شرط
و می کنیم منتقل مبدأ به را بزرگ گوی یک از تصادفی نقطۀ یک Ψ دانستن با دیگر، عبارت به .(Y = ۰ مثلا

می دهیم. میل بینهایت به را گوی شعاع
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θYΨ که دارد وجود Y تصادفی بردار ،Ψ مثل ارگودیک) لزوماً نه (و پایا تصادفی اندازۀ هر برای .٢۵ . ٢ قضیه
باشد. Ψ شدۀ اصلاح پالم نسخۀ با هم توزیع

شدت بگیرید. نظر در را Φ(ω) := λ
(s)
Ψ L تصادفی اندازۀ است. ٢ . ٧ قضیۀ اثبات مشابه قضیه این اثبات اثبات.

T مانند هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ یک ٢ . ١٩ قضیۀ طبق بنابراین است. برابر Ψ نمونه ای شدت با Φ نمونه ای
Y تصادفی بردار کرد. انتخاب Ψ از تابعی را انتقال هستۀ این می توان ٢ . ١٢ نکتۀ مشابه دارد. وجود آن ها بین
گسترش را نمونه فضای لزوم صورت (در باشد T (۰, ·) با برابر Ψ شرط به آن توزیع که می کنیم انتخاب طوری را
می آوریم به دست فضا انتقال های تحت نمونه ای شدت ناوردایی و [١٣] از ١ . ۴ قضیۀ ،٢ . ١٧ تعریف از می دهیم).

،H :M → R نامنفی و اندازه پذیر تابع هر برای که

E∗
Ψ[H(Ψ)] = EΨ

[
λΨ

λ
(s)
Ψ

H(Ψ)

]
= EΦ

[
λΨ

λ
(s)
Ψ

H(θYΨ)

]
.

تابع هر برای که می شود نتیجه زیر، خاص حالت در (١ . ١) در انتگرال و ریاضی امید جابجایی با دیگر، طرف از
،h : Ω→ R نامنفی و اندازه پذیر

EΦ [h] = E

[
λ
(s)
Ψ

λΨ
h

]
.

می آوریم دست به رابطه دو این ترکیب با

E∗
Ψ[H(Ψ)] = E [H(θYΨ)] .

است. Ψ شدۀ اصلاح پالم نسخۀ با هم توزیع θYΨ بنابراین

زیر مثال ابتدا می پردازیم. ١۵ . ١ نتیجۀ تعمیم به ارگودیک، تجزیۀ قضیۀ از بهتر استفادۀ برای بخش، این پایان در
ببینید. را

پرتاب سکه یک باشند. P۲ و P۱ توزیع های با ارگودیک تصادفی اندازۀ دو Ψ۲ و Ψ۱ کنید فرض .٢۶ . ٢ مثال
کنید. تعریف Ψ۲ برابر را Ψ آمد خط که صورتی در و کنید تعریف Ψ۱ برابر را Ψ آمد شیر که صورتی در و کنید
که این (مگر نیست ارگودیک اما بود، خواهد ۱

۲(P۱ + P۲) آن توزیع که بود خواهد پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ
است کافی است، یک با برابر Ψ ∈ A احتمال کنیم ثابت بخواهیم A مشخص پیشامد برای اگر .(P۱ = P۲

.P۱(A) = P۲(A) = ۱ کنیم ثابت

در و است Ψ۱ شدت با برابر Ψ نمونه ای شدت باشد، آمده شیر سکه که صورتی در ،٢۶ . ٢ مثال در که کنید توجه
داریم کلی تر، طور به است. Ψ۲ شدت با برابر Ψ نمونه ای شدت باشد آمده خط که صورتی

،(P,Ψ) نمونه ای شدت ،Q ارگودیک اندازۀ هر برای باشد. پایا تصادفی اندازۀ یک (P,Ψ) کنید فرض .٢ . ٢٧ لم
است. برابر (Q,Ψ) شدت با همه جا Q-تقریباً
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طبق هم چنین احتمال. اندازۀ به نه و دارد بستگی Ψω به فقط وجود صورت در نمونه ای، شدت که کنید توجه اثبات.
است. برابر Ψ نمونه ای شدت با (Q به (نسبت همه جا تقریباً (Q,Ψ) شدت ١ . ١٣ قضیۀ

که می دهد نتیجه ١۵ . ١ نتیجۀ و فوق لم

همیشه تقریباً آن ها نمونه ای شدت که (P,Ψ) و (P,Φ) پایای تصادفی اندازۀ دو برای کنید فرض .٢ . ٢٨ نتیجه
١ با برابر (Φ,Ψ) ∈ A پیشامد احتمال که کنیم ثابت بخواهیم می کنند، صدق مشخصی رابطۀ در (P به (نسبت
است ارگودیک P کنیم فرض است کافی کار این برای باشد، ناوردا θs انتقال های همۀ تحت A که صورتی در است.

کنیم. ثابت فرض این با را حکم و
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اضافه نقطۀ الگوی ساختن برای موجود روش های

خاص، طور به می کنیم. مرور را خاص حالات در اضافه نقطۀ الگوی ساختن برای موجود الگوریتم چند فصل این در
در مذکور روش هم چنین بود. خواهد ۴ فصل در پایان نامه این نتایج و تعاریف اصلی انگیزۀ ٣ . ٣ بخش مطالب
است ذکر به لازم شد. خواهد داده تعمیم ٣ . ۵ بخش در است، ٣ . ٢ بخش در مذکور روش از تعمیمی که ۴ . ٣ بخش
که است توابع از دنباله ای یا صریح فرمول ارائۀ منظور بلکه نیست، آن محاسباتی معنای به الگوریتم از ما منظور که

می کنند. میل مطلوب تابع به حد در و می شود مشخص قبلی تابع حسب بر صریح طور به کدام هر

تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی ٣ . ١

غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک از منظور باشد. Rd روی پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض .٣ . ١ تعریف
Ψ پالم نسخۀ با هم توزیع θYΨ و باشد Ψ از تابعی همیشه تقریباً که است Y تصادفی بردار ،Ψ برای تصادفی١

باشد.

داشتن با یعنی است؛ تصادفی غیر Ψ شرط به Y توزیع که است این تصادفی غیر نام انتخاب علت فوق، تعریف در
به ٢ . ١١ قضیۀ کرد. تولید را Ψ پالم نسخۀ از نمونه ای انتقال یک با تصادفی غیر صورت به می توان Ψ از نمونه یک

است. شده اثبات [٨] در آن نقطه ای فرآیند حالت می دهد. نتیجه را زیر نتیجۀ راحتی

(λΨL,Ψ)-موازنه گر هم ورد تخصیص یک با معادل Ψ برای تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک .٣ . ٢ نتیجه
Ψ نمونه ای شدت که است لازم ٢ . ١٩ قضیۀ طبق موضوع، این بودن امکان پذیر برای باشد. Ψ از تابعی که است
خواهد بیان ١۵ . ۵ باز مسئلۀ در که است مسئله ای شرط این بودن کافی باشد). ارگودیک Ψ مثال (برای باشد ثابت

شد.

تصادفی غیر اضافه نقطۀ الگوی یک ،۵ . ٢ مثال مشابه باشد. پایا نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض .٣ . ٣ مثال
برابر کاشی ها حجم و باشد شده متناظر Ψ از نقطه یک با کاشی هر که است هم ورد کاشی کاری یک با معادل Ψ برای

بود. خواهند ۱
λΨ

با برابر نیز کاشی ها حجم صورت این در باشند.
١�Non-randomized extra head scheme
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اضافه نقطۀ الگوی ساختن برای موجود روش های ٣ فصل

بعدی یک نقطه ای فرآیند حالت ٣ . ٢

(۶ . ٢ تعریف از (بعد گفتیم که طور همان می کنیم. ارائه را ([١۴]) لیگت توسط شده ارائه الگوریتم بخش این در
و پایا سادۀ نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض است. بوده اضافه نقطۀ الگوی یک ساختن روش اولین الگوریتم این
انتقال های تحت آن توزیع که بگیریم Z از تصادفی زیرمجموعۀ یک می توانیم را Ψ یعنی باشد؛ Z روی ارگودیک
در را مبدأ راست سمت در Ψ نقطۀ اولین غلط، الگوریتم یک عنوان به بنامید. λ را Ψ شدت است. ناوردا صحیح
برای مستقل سکه های پرتاب از Ψ که حالتی در .Y := min{t ≥ ۰ : t ∈ Ψ} تصادفی نقطۀ یعنی بگیرید؛ نظر
P(Y − ۱ ∈ Ψ) = ۱

۴ زیرا نیست، اضافه نقطۀ الگوی یک Y برنولی)، (فرآیند باشد شده ساخته Z نقطۀ هر
غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک ،٣ . ٢ نتیجۀ طبق باشد. ۱

۲ باید احتمال این اضافه نقطۀ الگوی یک برای که صورتی در
با برابر x هر برای τ−۱(x) اعضای تعداد که طوری به است τ : Z → Ψ هم ورد تخصیص با معادل تصادفی
را λ = ۱

l
که حالتی ادامه در ندارد. وجود غیرتصادفی اضافۀ نقطۀ الگوی ،۱

λ
̸∈ Z که حالتی در پس باشد. ۱

λ

هم ورد تطابق یک است کافی ،Ψ روی همانی تابع گرفتن نظر در با .λ = ۱
۲ کنید فرض ابتدا می کنیم. بررسی

می کنیم تعریف x ∈ Ψc ازای به که است صورت این به لیگت الگوریتم بسازیم. τ : Ψc → Ψ

τ(x) := min{t ≥ x : #([x, t] ∩Ψ) ≥ #([x, t] ∩Ψc)},

نباشد، بینهایت با برابر فوق مینیمم که صورتی در که کنید توجه است. A مجموعۀ اعضای تعداد #A آن در که
پوشا و یک به یک صورت به (x, τ(x)) بازۀ نقاط صورت این در هم چنین است. یک به یک τ و τ(x) ∈ Ψ

تقریباً فوق تابع که کرد ثابت میتوان جرم انتقال اصل و بودن ارگودیک از استفاده با می شوند. متناظر یکدیگر به
٣ . ٣ بخش در شده آورده اثبات مشابه بسیار اثبات که این به توجه با می کند. برقرار Ψ و Ψc بین تطابق یک همیشه

می کنیم. خودداری آن تکرار از است،
کنیم تعریف می توانیم λ = ۱

l
برای مشابه، طور به

τ(x) := min{t ≥ x : #([x, t] ∩Ψ) ≥ ۱

l
#([x, t] ∩ Z)}.

ارگودیک تصادفی فرآیند یک برای تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک ساختن برای را ایده همین لیگت همچنین
تعمیمی می کنیم. خودداری [١۴] در مذکور دقیق فرمول ذکر از این جا در است. گرفته کار به دلخواه شدت با R روی
از تعمیمهایی ٣ . ۵ و ۴ . ٣ بخش در داد. خواهد مسئله این برای ساده تری پاسخ کرد خواهیم ارائه ٣ . ۵ بخش در که

می کنیم. خودداری بخش این نتایج اثبات های آوردن از اثبات ها، شباهت به توجه با می کنیم. بیان را ایده این

پواسون و لبگ بین پایدار تطابق ٣ . ٣

یک از بیش تر بعد در ساختنی حل راه اولین الگوریتم این می آوریم. را [۶] ایده های برخی و الگوریتم بخش این در
است. بوده اضافه نقطۀ الگوی و انتقالی جفت سازی مطالعۀ در جهشی نقطۀ و است اضافه نقطۀ الگوی ساختن برای

است. تصادفی اندازۀ دو برای مقاله این ایده های و روش ها تعمیم ۴ فصل در ما کارهای
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پواسون و لبگ بین پایدار تطابق ٣ . ٣

اضافه نقطۀ الگوی یک ساختن هدف، باشد. λΨ شدت با Rd در ارگودیک نقطه ای فرآیند یک Ψ کنید فرض
و ٣ . ٢ نتیجۀ در که همان طور می شود. ساخته تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک [۶] در واقع، در است. Ψ برای
هم ورد کاشی کاری یک یعنی Ψ؛ و λΨL بین موازنه گر هم ورد تخصیص یک با است معادل این کردیم، بیان ٣ . ٣ مثال
تطابق تعمیم [۶] ایدۀ شود. پوشیده فضا کل و دهد نسبت ۱

λΨ
لبگ اندازۀ با ناحیه یک Ψ نقطۀ هر به که طوری به

گراف بخش یک را می نامیم) مکان را آن ها (که فضا نقاط اگر دقیق تر، طور به است. دوبخشی گراف های در پایدار
تخصیص مرکز یک مکان هر به است قرار دیگر، بخش یک می نامیم) مرکز را آن ها (که Ψ نقاط و بگیریم نظر در
با مجموعه ای خاص مقدار از منظور آن در که شود؛ داده نسبت مکان خاصی مقدار مرکز هر به که طوری به شود داده
که دانست متناهی بخشی دو گراف های در یک به چند تطابق تعمیم می توان را مفهوم این است. مشخص لبگ اندازۀ
پایدار تطابق ایدۀ صورت، این به تخصیص یک ساختن برای است. پیوسته حالت به مفهوم این تعمیم اولین نظر به

است. شده داده تعمیم شده معرفی [۴] در شیپلی و گیل توسط که

عضو (یعنی مرکز چند یا دو از که مکان هایی باشد. Rd از گسسته زیرمجموعۀ یک Ξ کنید فرض .۴ . ٣ الگوریتم
است: شده تشکیل زیر گام دو از n-ام مرحلۀ ،n طبیعی عدد هر برای کنید. فراموش را فاصله اند یک به (Ξ

می دهد. درخواست مرکز نزدیک ترین به نکرده اند، رد را x قبلی مراحل در که مراکزی میان از x مثل مکان هر . ١

و n به (که بگیرید نظر در داده اند درخواست ξ به قبل گام در که مکان هایی مجموعۀ را A ،ξ مرکز هر برای . ٢
ξ حال .L(A∩B) ≥ ۱

λΨ
که بگیرید نظر در وجود) صورت (در گویی کوچک ترین را B دارد). بستگی ξ

ممکن بعد مراحل در و نیست B مکان های پذیرش معنای به این (البته می کند رد را A\B مکان های تمام
این در را مکانی هیچ ξ نداشت، وجود گویی چنین که صورتی در شوند). رد نیز آن اعضای بعضی است

نمی کند رد مرحله

ξ به x مرحله ای در که دارد وجود ξ مرکز یا و می شود رد مراکز همۀ توسط یا x مکان هر که می شود دیده راحتی به
∞ (با τ(x) = ∞ دهید قرار اول حالت در نمی شود. رد ξ توسط هرگز بعد به مرحله آن از و می دهد درخواست
دوم حالت در و است) بینهایت دیگر نقطۀ هر از فاصله اش که می کنیم برخورد فضا به شده اضافه نقطۀ یک عنوان به

.τ(x) := ξ کنید تعریف

که است شده داده نشان [۶] در شده است. تعریف Ξ غیرتصادفی مجموعۀ یک برای فوق الگوریتم که کنید توجه
x مکان هیچ که معنی این به تصادفی)، غیر حالت در (حتی است پایدار فوق الگوریتم توسط شده ساخته τ تخصیص
ترجیح (معیار شود تعریف ξ با برابر τ(x) که دهند ترجیح ξ هم و x هم اما τ(x) ̸= ξ که ندارد وجود ξ مرکز هیچ و
البته (و ساده تعبیر یک با ببینید). را ١۴ . ۴ تعریف یا و ٢ . ۵ تعریف دقیق، تعریف برای است. اقلیدسی فاصلۀ دادن
.|x۱ − τ(x۲)| < min{|x۱ − τ(x۱)| , |x۲ − τ(x۲)|} که نشوند یافت x۲ و x۱ مکان دو هیچ دقیق)، غیر
همیشه تقریباً باشد، Ψ از نمونه ای Ξ وقتی یعنی تصادفی، حالت در که می گیرد نتیجه پایداری از [۶] در ۴ قضیۀ
ببینید). را ٣٩ . ۴ مثال تصادفی، غیر حالت در نقض مثال یک (برای است (λΨL,Ψ)-موازنه گر تخصیص یک τ
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خودداری کامل جزئیات با اثبات آوردن از و می آوریم [٨] از نقل به ساده بیان به اثبات از خلاصه ای جا این در
برابر را m(u, v) بگیرید. u+ [۰,۱)d مکعب را Qu ،u ∈ Zd برای می دهد). نتیجه را این ٩ . ۴ (قضیۀ می کنیم
داریم پایایی طبق کنید. تعریف شده اند داده تخصیص Qv عضو مرکزهای به که Qu از ناحیه ای حجم ریاضی امید با

بنابراین و m(۰, v) = m(−v, ۰)∑
v∈Zd

m(۰, v) =
∑
v∈Zd

m(−v, ۰) =
∑
v∈Zd

m(v, ۰).

با باشند، یک از کم تر رابطه این طرفین اگر است. (١ . ٣١ (قضیۀ جرم انتقال اصل از ساده ای حالت رابطه این
احتمال با و است نشده داده تخصیص که دارد وجود Q۰ عضو مکان های از مثبت حجم با ناحیه ای مثبتی احتمال
احتمال با بودن، ارگودیک طبق است. نشده داده اختصاص آن ها به کافی حجم که دارند Q۰وجود در مرکزهایی مثبتی
کافی حجم که دارند وجود فضا در مرکز هایی ١ احتمال با و نشده اند داده تخصیص Rd مکان های از مثبتی حجم ١

است. متناقض پایداری با این است. نشده داده اختصاص آن ها به

شده تشکیل [۰, n]۲ چنبره در مستقل و یکنواخت تصادفی نقطۀ n۲ از Ψ که بگیرید نظر در را حالتی .۵ . ٣ مثال
می دهد. نشان را ۴ . ٣ الگوریتم توسط شده ساخته تخصیص از شبیه سازی یک ([۶] در شده (ارائه شکل٣ . ١ باشد.
نقطه ای فرآیند حالت در می شوند. دیده شکل در زیاد نسبتاً شعاع با کمان هایی و هستند ناهمبند نواحی که کنید توجه

ندارد. وجود ناحیه ها قطر برای بالایی کران صفحه، در پواسون

φ اندازۀ لبگ، اندازۀ جای به ببریم. کار به دلخواه اندازۀ دو برای را ۴ . ٣ الگوریتم بخواهیم کنید فرض .۶ . ٣ نکته
در است. [۰,∞) به L۱ تحدید که بگذارید را ψ اندازۀ Ξ جای به و است (−∞, ۰] به L۱ تحدید که بگذارید را
و مرحله این دوم گام اما می دهند. درخواست ۰ به (φ محمل (نقاط مکان ها تمام الگوریتم، اول مرحلۀ از اول گام
یک به اگر دهد. رخ می تواند نیز پایا تصادفی اندازه های حالت در مشکل همین هستند. مبهم بعدی مراحل هم چنین
ایدۀ می دهد، نسبت را T (x, ·) = δτ(x) دیراک اندازۀ x نقطۀ به که کنیم، نگاه انتقال هستۀ یک عنوان به تخصیص
منتقل نقطه یک به تنها که این نه شود پخش فضا در که کنیم مجبور را نقطه هر از شده خارج اندازۀ که است این ما
ψ محمل نقاط به می خواهد x که این به توجه با می گذاریم. T (x, ·) اندازۀ برای بالا کران یک کار، این برای شود.
چنین برای مقید نام انتخاب برای توجیهی این است. T (x,B) ≤ ψ(B) طبیعی بالای کران یک دهد، درخواست
۴۴ . ۴ مثال در فوق مثال می گیریم. پیش ۴ فصل در را ایده این ببینید). را ٢ . ۴ و ١ . ۴ (تعاریف است انتقالی هستۀ

شد. خواهد تحلیل
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بعدی یک حالت در تکین هم به نسبت و اتم بدون اندازۀ دو برای راست از پایدار تخصیص ۴ . ٣

فرآیند نقاط همان شکل دایره های مرکز چنبره. در [۶] در شده ساخته پایدار تخصیص از شبیه سازی یک :٣ . ١ شکل
نقطه آن مرکز به روشن و تیره هم مرکز رنگی حلقه های با نقطه هر به شده داده تخصیص ناحیۀ و هستند

است. شده رنگ

هم به نسبت و اتم بدون اندازۀ دو برای راست از پایدار تخصیص ۴ . ٣
بعدی یک حالت در تکین

شده داده تعمیم بعدی یک حالت در تصادفی اندازه های برای [١٢] در شد، داده توضیح ٣ . ٢ بخش در که [١۴] ایدۀ
کنید تعریف x ∈ R ازای به ،φ, ψ ∈M داشتن با است.

τ(x) := inf{ξ ≥ x : φ([x, ξ]) = ψ([x, ξ])}. (٣ . ١)

می گوید [١٢] از ١ . ۵ قضیۀ

همیشه تقریباً کنید فرض باشند. برابر شدت با R روی ارگودیک تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .٣ . ٧ قضیه
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،Ψ و Φ برای (٣ . ١) توسط شده ساخته تخصیص صورت این در هستند. تکین هم به نسبت و ندارند اتم Ψ و Φ
است. (Φ,Ψ)-موازنه گر تخصیص یک همیشه تقریباً

است، راست از پایدار شده ساخته تخصیص فوق قضیۀ شرایط با که می کند بیان مقاله همان از ٧ . ١ قضیۀ هم چنین،
.x۱ < x۲ ≤ τ(x۱) < τ(x۲) باشیم داشته نمی توانیم (x۱, x۲) زوج هر (Φ⊗Φ)-تقریباً برای که معنی این به
دوست x۲ و x۱ از یکی لااقل که معنی این به است، تطابق ها مبحث در جابجایی٢ تحت پایداری مشابه مفهوم این
مقاله، آن در کند. عوض دیگری به شده داده تخصیص مقدار با را τ توسط آن به شده داده تخصیص مقدار که ندارد
را ایده این ٣ . ۵ بخش در است. شده بیان نیز باشند ساده نقطه ای فرآیند های دو هر Ψ و Φ که حالتی در فوق قضیۀ
نسبت لزوماً ψ و φ هم چنین و باشد) اتم بدون φ هم چنان (اما باشد داشته اتم بتواند ψ که حالتی به می دهیم تعمیم
هم چنین است. لازم شرط یک داد خواهیم نشان که (٩ . ۵ (فرض ضعیف تر شرط یک با البته نباشند؛ تکین هم به
حالت در حتی داد خواهیم نشان .(٢٧ . ۵ (تعریف می کنیم تعریف قوی تری صورت به را راست از پایداری مفهوم
قضیۀ اثبات ذکر از بنابراین است. راست از پایدار (٣ . ١) تخصیص نیز نباشد) موازنه گر میتواند τ (که تصادفی غیر
کنید فرض است. شده گرفته کار به براونی حرکت برای (٣ . ١) تخصیص [١٢] در میکنیم. خودداری این جا در فوق
یک نااریب۴، شیفت یک از منظور است. شده تعریف t ∈ (−∞,∞) زمان های در که باشد براونی٣ حرکت Bt

یک عنوان به باشد. Bt با هم توزیع براونی حرکت یک B̃t := Bt+τ −Bτ تصادفی تابع که است τ تصادفی زمان
نااریب شیفت یک τ آن گاه ،τ := inf{t ≥ ۰ : Bt = ۱} یعنی باشد؛ ١ به برخورد زمان اولین τ اگر غلط، مثال
برای کنید فرض نیست. چنین Bt که حالی در است، منفی (−ϵ, ۰) شکل به بازه یک در همواره B̃t زیرا نیست؛
(a, b) زمانی بازۀ در زمان از مقداری lx(a, b) شهودی طور به یعنی باشد؛ x نقطۀ در موضعی۵ مکان lx ،x ∈ R
در تصادفی اندازۀ یک عنوان به را lx می توان تعریف این با است. کرده سپری x نزدیکی در براونی حرکت که است
[١٢] در ١ . ٣ قضیۀ از خاصی حالت است. متمرکز {t : Bt = x} مجموعۀ روی تصادفی اندازۀ این گرفت. نظر
به است. نااریب شیفت یک τ(۰) ،l۱ و l۰ تصادفی اندازۀ دو برای (٣ . ١) تخصیص گرفتن نظر در با که می گوید

که می گوید [١٢] از ۴ . ١ قضیۀ ،lν :=
∫
lxν(dx) کنیم تعریف R روی ν احتمال اندازۀ برای اگر کلی تر، طور

آن گاه باشد، lν و l۰ برای (٣ . ١) توسط شده ساخته تخصیص τ اگر ،ν({۰}) = ۰ که این فرض با .٣ . ٨ قضیه
است. ν همان Bτ(۰) توزیع که طوری به است نااریب شیفت یک τ(۰)

-(l۰, lν) تخصیص یک همیشه تقریباً τ یعنی میشود؛ استفاده lν و l۰ برای ٣ . ٧ قضیۀ از قضیه، این اثبات برای
که طوری به میدهند گسترش را احتمال فضای [١٢] در نیستند، پایا اندازه دو این که این با البته است. موازنه گر
سیگما- اندازۀ یک بلکه نیست، احتمال اندازۀ یک می شود، حاصل که P اندازۀ .P[B۰ ∈ (a, b)] = |a− b|
و میشود تعریف ... و پالم توزیع پایا، اندازۀ مفهوم هم سیگما-متناهی اندازه های برای هرحال به است. متناهی

٢�Exchange-stability
٣�Brownian motion
۴�Unbiased shift
۵�Local time

٣٨



بعدی یک حالت در تکین هم به نسبت و اتم بدون اندازۀ دو برای راست از پایدار تخصیص ۴ . ٣

که این به توجه با بود. خواهند پایا lν و l۰ حالت این در ببینید). نیز را [١٣]) بود خواهند معتبر قضایا از بسیاری
٣ . ٨ قضیۀ در که داد خواهیم نشان ٢۶ . ۵ نکتۀ در هستند، تکین هم به نسبت Ψ و Φ نمیکنیم فرض ٣ . ۵ فصل در

است. شده بررسی دیگری طریق به [١٢] در ν({۰}) > ۰ که حالتی نیست. لازم ν({۰}) = ۰ شرط

٣٩





۴ فصل

مقید انتقال چگالی های

عنوان به را [۶] از خلاصه ای ٣ . ٣ بخش در شده اند. منتشر [۵] در و هستند [۶] تعمیم فصل، این نتایج و تعاریف
می کنیم. موکول ۵ . ۴ بخش به را گزاره ها همۀ اثبات آورده ایم. فصل این انگیزۀ

مقید جرم انتقال ١ . ۴

باشند. Rd روی شده داده نامنفی بورل اندازۀ دو ψ و φ کنید فرض بخش این در

.T (x, ·) ≤ ψ باشیم داشته x ∈ Rd هر برای هرگاه می نامیم ψ-مقید١ را T وزن دار انتقال هستۀ .١ . ۴ تعریف

انتقال هستۀ یک دید، خواهیم ۵ فصل در که همان طور است. شده بیان تعریف این ارائۀ انگیزۀ ۶ . ٣ نکتۀ در
فصل این نتایج که حالاتی باشد. گسسته ψ که این مگر باشد تخصیص یک نمی تواند ,φ)-موازنه گر ψ) ψ-مقیدِ
،x هر برای که این به توجه با شد. خواهد بررسی ١ . ۵ بخش در می شود موازنه گر تخصیص یک ساختن به منجر
به را کار این باید البته کنیم. کار آن نیکودایم رادون مشتق با می توانیم است، پیوسته مطلقاً ψ به نسبت T (x, ·)

می کند. محقق را امر این ۴ . ۴ نکتۀ و زیر تعریف دهیم. انجام اندازه پذیری نحو

و φ (برای موازنه گر٢ شبه انتقال چگالی یک را Rd×Rd روی f(x, ξ) نامنفی و اندازه پذیر تابع .٢ . ۴ تعریف
هرگاه گوییم (ψ∫

Rd

f(x, ξ)ψ(dξ) ≤ ۱, ∀x ∈ Rd,∫
Rd

f(x, ξ)φ(dx) ≤ ۱, ∀ξ ∈ Rd.

را f هم چنین باشد. برقرار ξ هر ψ-تقریباً و x هر φ-تقریباً برای تساوی هرگاه است موازنه گر انتقال چگالی این
.f ≤ ۱ و باشد موازنه گر شبه هرگاه می نامیم مقید

١Constrained
٢�Sub-balancing
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

چگالی و مقید انتقال چگالی مقید، انتقال هستۀ عبارت های از هرگاه راحتی برای پایان نامه، این در .٣ . ۴ قرارداد
است. وزن دار جرم انتقال یک منظور می کنیم، استفاده شبه موازنه گر انتقال

عکس، به ساخت. مقید انتقال هستۀ یک می توان مقید انتقال چگالی یک داشتن با ١ . ٢٠ تعریف طبق .۴ . ۴ نکته
پایداری تعریف در می کند. مشخص ⊗φ-یکتا ψ مقید انتقال چگالی یک مقید انتقال هستۀ هر ،١ . ٢١ گزارۀ طبق
جای به بنابراین نقاط. همۀ تقریباً روی فقط نه بدانیم، نقاط همۀ روی را f مقادیر داریم نیاز (١۴ . ۴ (تعریف
بتوانیم تا می کند کمک موضوع این کرد. خواهیم کار مقید انتقال چگالی های با بعد به این از مقید، انتقال هسته های

برسیم. تناقض به پایداری با خاص نقطۀ جفت یک تنها یافتن با و کنیم استفاده خلف برهان از اثبات ها در

آن برای پیشوند از سادگی برای اما دارد، بستگی ψ و φ هردوی به پایدار مقید انتقال چگالی تعریف که کنید توجه
معرفی [١١] در که است محدود٣ ظرفیت با جرم انتقال از خاصی حالت مقید جرم انتقال مفهوم کنیم. نمی استفاده
به دارد. وجود خاصی محدودیت دیگر ناحیۀ هر به ناحیه هر از جرم انتقال برای که است این آن تعبیر است. شده
است. ψ(B) حداکثر B ناحیۀ به x نقطۀ از شده منتقل کوچک) (بینهایت جرم مقید جرم انتقال در دقیق تر، طور

است. φ(A)ψ(B) حداکثر B ناحیۀ به A ناحیۀ از شده منتقل جرم معادلا

کلی حالت در اضافه نقطۀ الگوی و انتقالی جفت سازی ساختن ٢ . ۴

به را خود که است این اصلی ایدۀ کرد. خواهیم بیان را انتقالی جفت سازی ساختن برای اصلی الگوریتم بخش این در
شیپلی و گیل پایدار تطابق الگوریتم و کنیم تعریف را پایداری مفهوم بتوانیم تا کنیم محدود مقید انتقال چگالی های

دهیم. تعمیم را
کرد، خواهیم رفتار متفاوت طور به اندازه دو این با که این به توجه با کنید. فرض داده شده را ψ و φ اندازه های
از کپی دو که کنید تصور کنیم. استفاده ψ و φ محمل نقاط برای به ترتیب مرکز۵ و مکان۴ نام های از که است مفید
مکان ها فاصلۀ اما .ψ اندازۀ و مرکزها دیگر کپی در و است موجود φ اندازۀ و مکان ها کپی یک در است؛ موجود Rd

یونانی حروف از و مکان ها برای لاتین حروف از خواندن، راحتی برای می کنیم. حساب معمولی طریق به را مرکزها و
کرد. خواهیم استفاده مرکزها برای

دو الگوریتم این در می دهیم. ارائه الگوریتم در شده ذکر نمادهای از کلی دید یک ابتدا ،۵ . ۴ الگوریتم بیان از پیش
دوم تابع و است داده درخواست ξ به x که است وزنی اول تابع تعبیر می شود. ساخته R(x, ξ) و A(x, ξ) تابع
خواهد fs := A−R شده حاصل انتقال چگالی نهایت در است. کرده رد ξ که است x درخواستی وزن از مقداری
به x۰ مکان هر n-ام، مرحلۀ در دارد. گام دو مرحله هر و است شده تشکیل مرحله بینهایت از الگوریتم این بود.
خود ظرفیت به که صورتی در ξ۰ مرکز هر سپس می دهد. درخواست An(x۰, ·) : Rd → [۰,۱] وزن با مرکزها
توجه می دهیم. نشان Rn(·, ξ۰) با را شده رد وزن مقدار که می کند، رد را درخواستی وزن های از مقداری باشد رسیده

٣Capacity constrained
۴�Site
۵�Center

۴٢



کلی حالت در اضافه نقطۀ الگوی و انتقالی جفت سازی ساختن ٢ . ۴

Rn و An توابع داد. خواهد درخواست ξ۰ به بعد مراحل در هم چنان x۰ ،Rn(x۰, ξ۰) > ۰ اگر حتی که باشید داشته
دوست مکان هر که است این الگوریتم در Rn و An انتخاب برای شهودی ایدۀ بود. خواهند صعودی n حسب بر
درخواستی وزن های از دارد دوست مرکز هر و حریصانه) صورت (به دهد درخواست ممکن مراکز نزدیک ترین به دارد
ببینید. را ۶ . ۴ بخش مثال های شکل، با الگوریتم از مثال یک تصور برای نکند. رد را هیچ مقداری نزدیک تر مکان های
توجیه ٢۵ . ۴ نتیجۀ در نیز مکان-بهینه نام گذاری است. [۶] الگوریتم تعمیم الگوریتم این که می دهد نشان ٣۶ . ۴ مثال

شد. خواهد

قرار صفر ابتدا در را رد تابع بگیرید. نظر در را Rd روی ψ و φ اندازۀ دو مکان-بهینه۶). (الگوریتم ۵ . ۴ الگوریتم
زیر گام دو از n-ام مرحلۀ ،n طبیعی عدد هر برای .(x, ξ) ∈ Rd × Rd هر برای R۰(x, ξ) := ۰ یعنی دهید؛

است. شده تشکیل

کنید. تعریف زیر صورت به را n-ام مرحلۀ در x۰
درخواست٧ شعاع ،x۰ مکان هر برای . ١

an(x۰) := inf

{
a :

∫
Ba(x۰)

(۱−Rn−۱(x۰, ξ))ψ(dξ) ≥ ۱

}
. (١ . ۴)

کنید. تعریف زیر صورت به را n-ام مرحلۀ در درخواست٨ تابع

An(x۰, ξ) :=


۱ |x۰ − ξ| < an(x۰),
cRn−۱(x۰, ξ) + (۱− c) |x۰ − ξ| = an(x۰),
۰ |x۰ − ξ| > an(x۰),

باشیم داشته an(x۰) <∞ که حالتی در که طوری به است [۰,۱] در عددی c = cn(x۰) آن در ∫که
Rd

(An(x۰, ξ)−Rn−۱(x۰, ξ))ψ(dξ) = ۱. (٢ . ۴)

دلخواه به ثابت مقدار (این c = ۱ می دهیم قرار ،ψ(∂Ban(x۰) (x۰)) = ۰ یا an(x۰) =∞ که حالتی در
می دهد. درخواست مراکز به An(x۰, ·) وزن با n-ام مرحلۀ در x۰ می گوییم است). شده انتخاب

کنید. تعریف زیر صورت به را n-ام مرحلۀ در ξ۰ رد٩ شعاع ،ξ۰ مرکز هر برای . ٢

rn(ξ۰) := inf

{
r :

∫
Br(ξ۰)

An(x, ξ۰)φ(dx) ≥ ۱

}
. (٣ . ۴)

۶�Site-optimal
٧�Application radius
٨�Application Function
٩Rejection Radius
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

کنید. تعریف زیر صورت به را n-ام مرحلۀ در رد١٠ تابع

Rn(x, ξ۰) :=


۰ |x− ξ۰| < rn(ξ۰),
c′An(x, ξ۰) |x− ξ۰| = rn(ξ۰),
An(x, ξ۰) |x− ξ۰| > rn(ξ۰),

باشیم داشته rn(ξ۰) <∞ که حالتی در که طوری به است [۰,۱] در عددی c′ = c′n(ξ۰) آن در ∫که
Rd

(An(x, ξ۰)−Rn(x, ξ۰))φ(dx) = ۱.

n-ام مرحلۀ در ξ۰ می گوییم .c′ = ۰ می دهیم قرار φ(∂Brn(ξ۰) (ξ۰)) = ۰ یا rn(ξ۰) =∞ که حالتی در
می کند. رد Rn(·, ξ۰) طبق را درخواستی وزن های

خوش تعریف و دارند وجود اند شده تعریف فوق الگوریتم در که c′n(ξ۰) و cn(x۰) که دید خواهیم ۶ . ۴ لم اثبات در
هستند.

توابع این علاوه، به است. نزولی rn و هستند صعودی n حسب بر an و Rn ،An توابع ،۵ . ۴ الگوریتم در .۶ . ۴ لم
دارند. بستگی ψ و φ به هم ورد و اندازه پذیر صورت به

دهیم. ارائه را زیر تعاریف که می دهد را امکان این ما به فوق لم

چگالی و رد تابع درخواست، تابع (نهایی)، رد شعاع (نهایی)، درخواست شعاع ،۵ . ۴ الگوریتم در .٧ . ۴ تعریف
می شوند تعریف زیر صورت به است) وزن دار انتقال چگالی یک (که مکان-بهینه١١ انتقال

a(x) := lim
n→∞

an(x),

r(ξ) := lim
n→∞

rn(ξ),

A(x, ξ) := lim
n→∞

An(x, ξ),

R(x, ξ) := lim
n→∞

Rn(x, ξ),

fs(x, ξ) := A(x, ξ)−R(x, ξ).

می نامیم. مکان-بهینه١٢ انتقال هستۀ را می آید به دست fs روی از ۴ . ۴ نکتۀ طبق که وزن داری انتقال هستۀ

و مکان ها نقش تنها یعنی است؛ φ و ψ برای ۵ . ۴ الگوریتم همان ،ψ و φ برای مرکز-بهینه١٣ الگوریتم .٨ . ۴ تعریف
مرکز-بهینه الگوریتم از استفاده با ٧ . ۴ تعریف مشابه نیز fc مرکز-بهینه١۴ انتقال چگالی می کنیم. عوض را مرکزها

می شود. تعریف
١٠�Rejection funciton
١١�Site-optimal transport density
١٢�Site-optimal transport kernel
١٣�Center-optimal
١۴�Center-optimal transport density
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کلی حالت در اضافه نقطۀ الگوی و انتقالی جفت سازی ساختن ٢ . ۴

برابر Ψ و Φ نمونه ای شدت های که صورتی در باشند. Rd در پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .٩ . ۴ قضیه
چگالی یک همیشه تقریباً می شود، ساخته ۵ . ۴ الگوریتم توسط که مکان-بهینه انتقال چگالی آن گاه باشند، مثبت و
(Φ,Ψ)-موازنه گر انتقال هستۀ یک همیشه تقریباً ١ . ٢٠ تعریف طبق بنابراین، است. Ψ و Φ بین موازنه گر انتقال

می دهد. ارائه

ساختن به چرا که دادیم توضیح ٣ و ٢ فصل های در هستند. فصل این اصلی هدف های ١٠ . ۴ و ٩ . ۴ قضایای
تصادفی اندازه های برای را مذکور هدف قضایا این علاقه مندیم. اضافه نقطۀ الگوی و هم ورد موازنه گر انتقال هستۀ

می کند. برآورده دلخواه ارگودیک

مقدار آن نمونه ای شدت که باشد Rd در پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ کنید فرض اضافه). نقطۀ (الگوی ١٠ . ۴ قضیه
که باشد هم ورد تابع یک F = Fω(x, ξ) کنید فرض .Φ := λΨLd دهید قرار و باشد ۰ < λΨ < ∞ ثابت
Φω برای مکان-بهینه انتقال چگالی مثال عنوان به باشد؛ Ψω و Φω بین موازنه گر انتقال چگالی یک همیشه تقریباً

.(٩ . ۴ قضیۀ (طبق Ψω و

نقطۀ الگوی یک Y آن گاه ،F (۰, ·)Ψ با باشد برابر Ψ شرط به آن توزیع که باشد تصادفی بردار یک Y اگر آ .
است. Ψ پالم نسخۀ با هم توزیع θYΨ یعنی است؛ اضافه

،F (·, ۰)Φ با باشد برابر Ψ شرط به آن توزیع که باشد تصادفی بردار یک Y اگر ،(Ω,F ,PΨ) احتمال فضای در ب.
با آن پالم نسخۀ از Ψ توزیع دیگر، عبارت به است. (P,Ψ) با هم توزیع (PΨ, θYΨ) تصادفی اندازۀ آن گاه

می شود. بازسازی θY انتقال

و است [١٣] در ١ . ۴ قضیۀ از ساده ای نتیجۀ همچنین (و است ٢ . ١٣ و ٢ . ١١ قضایای مستقیم نتیجۀ قضیه این
پایان نامه این اهداف بر کید تأ برای تنها را قضیه این .([٨] در ١۶ قضیۀ از نتیجه ای نقطه ای، فرآیند های حالت در

کرده ایم. بازنویسی اینجا در

که دارد را خاصیت این اما نیست، تصادفی غیر ١٠ . ۴ قضیۀ در مذکور اضافه نقطۀ الگوی که این با .١١ . ۴ نکته
کلی حالت در می دهیم نشان ١ . ٢ . ۵ بخش در احتمال). فضای به نه (و دارد بستگی Ψ به تنها Ψ شرط به Y توزیع
نقطۀ الگوی ساختن برای دیگر روش های و خاص حالات هم چنین ندارد. وجود غیرتصادفی اضافۀ نقطۀ الگوی لزوماً

می کنیم. بررسی ۵ فصل در را غیرتصادفی اضافۀ

روی را Rn(·, ξ۰) تابع ∂Ban(x۰) (x۰) روی را An(x۰, ·) تابع می توانستیم ،۵ . ۴ الگوریتم  در .١٢ . ۴ نکته
٣٠ . ۴ نکتۀ و ۶ . ۴ لم که شود انجام طوری تعریف این که صورتی در کنیم. تعریف نیز دیگری طرق به ∂Brn(ξ۰) (ξ۰)

بود. خواهند برقرار نیز آتی نتایج سایر آن گاه باشند، برقرار

انتقال چگالی که می دهد نشان را حالتی ٣٩ . ۴ مثال است. اساسی شرطی ١۶ . ۴ قضیۀ در بودن پایا .١٣ . ۴ نکته
هستند؛ برابر چگالی دارای مثال آن در مذکور تصادفی) (غیر اندازه های که این وجود با نیست، موازنه گر مکان-بهینه
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

نظر به است، شده ذکر [٧] در که طور همان .φ([−r, r]) ∼ ψ([−r, r]) داریم r → ∞ وقتی که معنی این به
کند تضمین که دهیم ارائه اندازه ها) برای هم چنین (و گسسته مجموعه های برای تصادفی غیر شرطی که می آید سخت

باشد. موازنه گر مکان-بهینه انتقال چگالی

مقید انتقال چگالی های پایداری ٣ . ۴
راضی١۵ را x۰ مکان باشد. مقید انتقال چگالی یک f و باشند معلوم φ, ψ ∈ M کنید فرض .١۴ . ۴ تعریف

هرگاه ∫می نامیم
Rd

f(x۰, ξ)ψ(dξ) = ۱

هرگاه می نامیم اشباع شده١٧ را ξ۰ مرکز مشابه، طور به می نامیم. ناراضی١۶ را آن صورت این غیر در ∫و
Rd

f(x, ξ۰)φ(dx) = ۱

f(x۰, ξ۰) < ۱ هرگاه می خواهد را ξ۰ مرکز x۰ مکان می گوییم می نامیم. اشباع نشده١٨ را آن صورت این غیر در و
باشد برقرار زیر شرط دو از یکی هم چنین و

باشد. ناراضی x۰ مکان . ١

.f(x۰, ξ۱) > ۰ و |x۰ − ξ۱| > |x۰ − ξ۰| که باشد داشته وجود ξ۱ نقطۀ . ٢

برقرار زیر شرط دو از یکی هم چنین و f(x۰, ξ۰) < ۱ هرگاه می خواهد را x۰ مکان ξ۰ مرکز می گوییم مشابه طور به
باشد

باشد. نشده اشباع ξ۰ مرکز . ١

.f(x۱, ξ۰) > ۰ و |x۱ − ξ۰| > |x۰ − ξ۰| که باشد داشته وجود x۱ نقطۀ . ٢

را یکدیگر که نباشد موجود Rd × Rd در (x۰, ξ۰) زوج هیچ هرگاه می گوییم پایدار١٩ را f مقید انتقال چگالی
f-اشباع مثال برای می کنیم؛ استفاده فوق تعاریف برای -f پیشوند از ،f مورد در ابهام وجود صورت در بخواهند.

شده.

١۵�Exhausted
١۶�Unexhausted
١٧�Sated
١٨�Unsated
١٩�Stable
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پایدار و مقید انتقال چگالی های دیگر خواص ۴ . ۴

یک از مثال هایی برای بالعکس. و می دهد ترجیح اقلیدسی فاصلۀ اساس بر را مراکز مکان هر فوق، تعریف در
ببینید. را ۴٠ . ۴ و ٣٩ . ۴ مثال های ناپایدار، و پایدار مقید انتقال چگالی

و اندازه پذیر صورت به و است پایدار مقید انتقال چگالی یک مکان-بهینه انتقال چگالی (پایداری). ١۵ . ۴ قضیه
دارد. بستگی ψ و φ به هم ورد

مثبت مقادیر به ترتیب آن ها شدت که باشند Rd روی ارگودیک تصادفی اندازه دو Ψ و Φ کنید فرض .١۶ . ۴ قضیه
پایدار مقید انتقال چگالی یک همیشه تقریباً که باشد هم ورد تابع یک F = Fω(x, ξ) کنید فرض است. λΨ و λΦ

داشت خواهیم همیشه تقریباً صورت این در است. Ψω و Φω برای

و ناراضی مکان های مجموعۀ یعنی است؛ گر (Φ,Ψ)-موازنه انتقال چگالی یک F آن گاه ،λΦ = λΨ اگر آ .
هستند. صفر اندازه Ψω و Φω تحت به ترتیب نشده اشباع مرکز های مجموعۀ

Ψω به نسبت نشده اشباع مرکز های مجموعۀ اما ندارد، وجود ناراضی ای مکان هیچ آن گاه ،λΦ < λΨ اگر ب.
دارد. نامتناهی اندازۀ

اندازۀ Φω به نسبت ناراضی مکان های مجموعۀ اما ندارد وجود نشده ای اشباع مرکز هیچ آن گاه ،λΦ > λΨ اگر پ.
دارد. نامتناهی

حالت مشابه طور به (و قضیه دوم حالت در مکان ها) مشابه طور به (و مرکزها که داد خواهیم نشان ٢٢ . ۴ گزارۀ در
دارند. فاصله شدن) راضی مشابه طور به (و شدن اشباع از چقدر متوسط طور به سوم)

پایدار و مقید انتقال چگالی های دیگر خواص ۴ . ۴

بررسی را پایدار مقید انتقال چگالی های قلمروهای٢٠ بودن کران دار و یکتایی بودن، بهینه یکنوایی، بخش این در
هرچند ببینید)، را [۶] نقض مثال یک (برای نیست برقرار لزوماً یکتایی تصادفی، غیر کلی حالت در می کنیم.
در که انتخابی نمی دانیم. را پاسخ اضافه) نقطۀ الگوی یافتن (برای باشد لبگ اندازۀ اندازه ها از یکی که حالتی در
این مثال، برای باشد. یکتایی برای مانعی می تواند (١٢ . ۴ نکتۀ (طبق دارد وجود هم فاصله نقاط برای ۵ . ۴ الگوریتم
انتخاب که می کند تضمین می آوریم زیر در که ١٧ . ۴ فرض است. مهم Zd روی تصادفی اندازه های برای موضوع
حالت در تنها را نهایی یکتایی حال این با اما باشد، یکتا همه جا تقریباً ،(١٢ . ۴ نکتۀ (طبق ۵ . ۴ الگوریتم در توابع
چگالی های بودن بهینه و یکنوایی مورد در یکتایی، اثبات از پیش .(٢٧ . ۴ (قضیۀ کرد خواهیم ثابت پایا و تصادفی

کرد. خواهیم بحث پایدار مقید انتقال

٢٠�Territory
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

داریم ξ مانند مرکز هر ψ-تقریباً و x مانند مکان هر φ-تقریباً برای .١٧ . ۴ فرض

∀r > ۰, ∃s ∈ ∂Br (x) : ψ(∂Br (x) \{s}) = ۰, (۴ . ۴)

∀r > ۰, ∃s ∈ ∂Br (ξ) : φ(∂Br (ξ) \{s}) = ۰. (۵ . ۴)

نمی توان را x مرکز به گوی هیچ مرز ،x مکان هر φ-تقریباً برای که این با است معادل (۴ . ۴) شرط .١٨ . ۴ نکته
است. برقرار مشابهی تعبیر نیز (۵ . ۴) شرط برای کرد. افراز (ψ (تحت مثبت اندازۀ با قسمت دو به

نیست. عجیب چندان ١٧ . ۴ فرض بودن برقرار که می دهد نشان زیر گزارۀ

وقتی مثلا دهد؛ نسبت صفر اندازۀ گوی ها تمام مرز و ابرصفحه ها تمام به ψ و φ از یکی حداقل اگر .١٩ . ۴ گزاره
است. برقرار ١٧ . ۴ فرض آن گاه باشد، پیوسته مطلقاً لبگ اندازۀ به نسبت ψ و φ از یکی

مکان، یک از شده خارج جرم که معیاری عنوان به می گیریم کمک زیر توابع از ،f وزن دار انتقال چگالی یک برای
است. شده پخش فاصله ای چه در مرکز، یک به شده وارد جرم هم چنین و

کنید. تعریف t ∈ [۰,∞] ازای به باشد. وزن دار انتقال چگالی یک ٢ . ۴ تعریف طبق f کنید فرض .٢٠ . ۴ تعریف

ψx(f, t) :=

∫
Rd

f(x, ξ)۱|x−ξ|≤tψ(dξ),

φξ(f, t) :=

∫
Rd

f(x, ξ)۱|x−ξ|≤tφ(dx).

مشابه، طور به می خواهد. را ξ مرکز x مکان آن گاه ،ψx(f, |x− ξ|) < ۱ و f(x, ξ) < ۱ اگر .٢١ . ۴ نکته
خواص این عکس که کنید توجه می خواهد. را x مکان ξ مرکز آن گاه ،φξ(f, |x− ξ|) < ۱ و f(x, ξ) < ۱ اگر
f(x, ·) زیرا بخواهد، را ξ است ممکن هم باز ψx(f, |x− ξ|) = ۱ که وقتی حتی x یعنی نیست؛ برقرار لزوماً
x مکان هم چنین، باشد. مثبت است ξ از دورتر نقاطی حاوی که صفر ψ-اندازه مجموعۀ یک روی است ممکن

.φξ(f,∞) = ۱ اگر تنها و اگر است شده اشباع ξ مرکز و ψx(f,∞) = ۱ اگر تنها و اگر است شده راضی

کنیم. اشاره زیر گزارۀ به است خوب فوق، تعریف ذکر با

داشت خواهیم ،١۶ . ۴ قضیۀ شرایط با .٢٢ . ۴ گزاره

lim
r→∞

۱

Φ(Br (۰))

∫
Br(۰)

Ψx(F,∞)Φ(dx) = min{۱, λΨ
λΦ
}, a.s.

lim
r→∞

۱

Ψ(Br (۰))

∫
Br(۰)

Φξ(F,∞)Ψ(dξ) = min{۱, λΦ
λΨ
}, a.s.

عبارت های بنابراین هستند. ξ به شده وارد جرم و x از شده خارج جرم Φξ(F,∞) و Ψx(F,∞) که کنید توجه
می دهند. نشان را مرکزها به شده وارد جرم و مکان ها از شده خارج جرم فضایی میانگین تساوی دو این در چپ سمت

می دهند. نشان را شدن اقناع از مرکز ها و مکان ها فاصلۀ میزان که هستند کمی معیاری روابط این
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پایدار و مقید انتقال چگالی های دیگر خواص ۴ . ۴

می کنیم. بیان زیر شکل به را یکنوایی ٢٠ . ۴ تعریف از استفاده با

که طوری به باشند اندازه ها از مرتب زوج دو (µ, ν) و (φ, ψ) کنید فرض اول). حالت (یکنوایی، ٢٣ . ۴ قضیه
و بنامید f ′

s و fs به ترتیب را (µ, ν) ,φ)و ψ) زوج های برای مکان-بهینه انتقال چگالی .ν ≤ ψ و µ ≥ φ

صورت این در بنامید. a(·) را (۵ . ۴ الگوریتم (طبق fs تعریف در درخواست شعاع

،|x− ξ| < a(x) که وقتی مثلا fs)؛ تعریف (در دهد درخواست کامل طور به ξ به x اگر ،(x, ξ) زوج هر برای آ .
آن گاه

f ′
s(x۰, ξ۰) ≤ fs(x۰, ξ۰).

داریم t ∈ [۰,∞] هر و x مکان هر برای ب.

νx(f
′
s, t) ≤ ψx(fs, t).

داریم t ∈ [۰,∞] هر و ξ مرکز هر برای پ.

µξ(f ′
s, t) ≥ φξ(fs, t).

مکان ها همۀ برای وضعیت شوند، زیاد مرکز ها و شوند کم مکان  ها اگر که است معنی این به این شهودی، صورت به
خارج نقاط بعضی در است ممکن f ′

s (آ)، قسمت در که کنید توجه همچنین می شود. بدتر مرکز ها همۀ برای و به تر
باشد. fs از بیش تر Ba(x۰) (x۰) از

می کنیم. بیان بگذاریم دلخواه پایدار مقید انتقال چگالی یک f ′
s جای به که حالتی برای را مشابهی حکم زیر قضیۀ در

قضیه، احکام هم چنین کرد. خواهیم فرض را ١٧ . ۴ فرض بخش، این ابتدای مشابه توجیهی با کلی، حالت این برای
نقاط. همه برای نه بود، خواهند درست جا» همه «تقریباً

که طوری به باشند اندازه ها از مرتب زوج دو (µ, ν) و (φ, ψ) کنید فرض دوم). حالت (یکنوایی، ٢۴ . ۴ قضیه
سایر و (φ, ψ) برای fs مکان-بهینۀ انتقال چگالی کند. صدق ١٧ . ۴ فرض در (µ, ψ) زوج و ν ≤ ψ ،µ ≥ φ

کنید. فرض (µ, ν) برای دلخواه پایدار مقید انتقال چگالی یک را f و بگیرید نظر در را ٧ . ۴ تعریف توابع

داشت خواهیم همه جا ⊗µ)-تقریباً ψ) صورت به آ .

f +R ≤ ۱.

،|x− ξ| < a(x) که وقتی مثلا دهد؛ درخواست کامل طور به ξ به x اگر ،(x, ξ)زوج هر برای(µ⊗ψ)-تقریباً ب.
.f(x, ξ) ≤ fs(x, ξ) آن گاه
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

داریم x مکان هر µ-تقریباً برای پ.

νx(f, t) ≤ ψx(fs, t), ∀t ∈ [۰,∞].

داریم ξ مرکز هر ψ-تقریباً برای ت.

µξ(f, t) ≥ φξ(fs, t), ∀t ∈ [۰,∞].

شامل نامساوی های از fc شامل نامساوی های که کنید توجه می آید. به دست ٢۴ . ۴ قضیۀ از مستقیماً زیر نتیجۀ
کنیم). عوض را مرکز ها و مکان ها نقش است کافی کار این (برای می شوند نتیجه fs

پایدار مقید انتقال چگالی یک را f و می کنند صدق ١٧ . ۴ فرض در ψ و φ کنید فرض بودن). (بهینه ٢۵ . ۴ نتیجه
دهید. نشان fc و fs با نیز را مرکز-بهینه و مکان-بهینه انتقال چگالی های بگیرید. نظر در ψ و φ برای دلخواه

داریم x مکان هر φ-تقریباً برای آ .

ψx(fs, t) ≥ ψx(f, t) ≥ ψx(fc, t), ∀t ∈ [۰,∞].

داریم ξ مرکز هر ψ-تقریباً برای ب.

φξ(fc, t) ≥ φξ(f, t) ≥ φξ(fs, t), ∀t ∈ [۰,∞].

و به ترین مکان ها از یک هر برای مکان-بهینه انتقال چگالی پایدار، مقید چگالی های تمام بین در دیگر، عبارت به
است. ۵ . ۴ الگوریتم در مرکز-بهینه و مکان-بهینه نام  گذاری برای توجیهی این است. بدترین مرکز ها از یک هر برای
بهینه از فوق تعبیر که کنید توجه دارد. وجود بخشی دو گراف های در گیل-شپلی الگوریتم برای نیز مشابهی ویژگی

نیست. مرتبط بهینه جرم انتقال نظریۀ به بودن،
دهیم ارائه غیرتصادفی حالت در ساده ای شرط که می آید سخت نظر به گفتیم، بخش این ابتدای در که همان طور
١٧ . ۴ فرض پایا حالت در که کرد خواهد بیان ٢٧ . ۴ قضیۀ کند. تضمین را پایدار مقید انتقال چگالی های یکتایی که

است. زیر گزارۀ اثبات، کلید است. کافی

باشیم داشته x مکان هر φ-تقریباً برای که صورتی در ،٢۵ . ۴ نتیجۀ شرایط با .٢۶ . ۴ گزاره

ψx(fs, t) = ψx(fc, t), ∀t ∈ [۰,∞]

دارد. وجود ψ و φ برای ⊗φ)-یکتایی ψ) پایدار مقید انتقال چگالی آن گاه

جا همه ⊗φ)-تقریباً ψ) پایدار مقید انتقال چگالی دو هر که است این ⊗φ)-یکتا، ψ) از منظور فوق گزارۀ در
برابرند. هم با
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١٧ . ۴ فرض در همیشه تقریباً که باشند Rd روی پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض (یکتایی). ٢٧ . ۴ قضیه
(Φω⊗Ψω)-تقریباً ،Ψω و Φω برای پایدار مقید انتقال چگالی دو هر همیشه تقریباً صورت این در می کنند. صدق

برابرند. هم با جا همه

است. برقرار پیشامد آن در یکتایی که دارد وجود ١ احتمال با پیشامد یک که است این ما منظور فوق قضیۀ در
خیر. یا است اندازه پذیر خاصیت یک یکتایی که نداریم موضوع این به کاری

یک در دارد: وجود متناهی بخشی دو گراف های در پایدار تطابق های در ٢۶ . ۴ گزارۀ به شبیه خاصیتی .٢٨ . ۴ نکته
اگر تنها و اگر است یکتا پایدار تطابق علاوه، به دارد. وجود پایدار تطابق یک لااقل همواره متناهی، بخشی دو گراف
حالتی در همچنین باشند. داشته یکسانی نتیجۀ می شوند آغاز مختلف بخش دو از که گیل-شپلی الگوریتم نسخۀ دو
w۱ رأس وقتی v رأس (یعنی باشد d مانند متقارن تابع یک مقدار اساس بر رئوس همۀ برای ارجحیت معیار که
در که ،

∑
d(v, w) کمیت گیل-شپلی الگوریتم نسخۀ دو هر ،(d(v, w۱) < d(v, w۲) که دهد ترجیج w۲ بر را

بهینه با خاصیت این ارتباط به می کنند. کمینه پایدار، تطابق های میان در را است، تطابق یال های روی مجموع آن
کنید. توجه ٢۵ . ۴ نتیجۀ معنای به بودن

قلمرو و است {ξ ∈ Rd : f(x, ξ) > ۰} ناحیۀ x مکان قلمرو باشد. وزن دار انتقال چگالی یک f کنید فرض
چگالی یک توسط شده ایجاد قلمرو های کران داری زیر قضیۀ در است. {x ∈ Rd : f(x, ξ) > ۰} ناحیۀ ξ مرکز

می کنیم. بررسی پایا حالت در را پایدار مقید انتقال

ناصفرند. همیشه تقریباً که باشند Rd روی پایا تصادفی اندازه های Ψ و Φ کنید فرض (کران داری). ٢٩ . ۴ قضیه
(Φ,Ψ) برای پایدار مقید انتقال چگالی یک همیشه تقریباً که باشد هم ورد تابع یک F = Fω(x, ξ) کنید فرض

داشت خواهیم همیشه تقریباً صورت این در است.

است. کران دار قلمرو دارای مرکز هر Ψω-تقریباً و مکان هر Φω-تقریباً آ .

تحت متناهی اندازۀ دارای کران دار مجموعۀ یک در موجود مرکز های) مشابه طور به (یا مکان های قلمرو اجتماع ب.
است. (Φ تحت مشابه طور به (یا Ψ

اثبات هرچند می کنیم. تعریف ۶ فصل در را آن که داریم نیاز ورونوی انتقال هستۀ مفهوم به فوق قضیۀ اثبات برای
است، مستقل فصل یک ۶ فصل که این به توجه با اما می کنیم، موکول فصل همان به را ورونوی انتقال هستۀ خواص

نمی شود. وارد لطمه ٢٩ . ۴ قضیۀ اثبات به

اثبات ها ۵ . ۴

می کنیم. ارائه جزئی لم چند همراه به را ۴ فصل نتایج اثبات های بخش این در
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داریم An تعریف طبق .٣٠ . ۴ ∫نکته
Rd

(An(x۰, ξ)−Rn−۱(x۰, ξ))ψ(dξ) ≤ ۱

که می شود ثابت استقرا با آن گاه ،ψ(Rd) = ∞ اگر هم چنین، بود. خواهد برقرار تساوی an(x۰) < ∞ اگر و
داریم Rn تعریف طبق مشابه، طور به .n هر برای an(·) <∞∫

Rd

(An(x, ξ۰)−Rn(x, ξ۰))φ(dx) ≤ ۱

تساوی n مثل مرحله یک ازای به فوق نامساوی در اگر هم چنین، بود. خواهد برقرار تساوی rn(ξ۰) < ∞ اگر و
می شود. اشباع بعد به n مرحلۀ از ξ۰ یعنی بود؛ خواهد برقرار تساوی نیز بعد مراحل همۀ در آن گاه باشد، برقرار

خواهیم نتیجه ادامه در .Rn−۱ ≥ Rn−۲ کنید فرض ،n ≥ ۲ R۱.برای ≥ R۰ که است واضح .۶ . ۴ لم اثبات
ثابت استقرا با حکم صورت این در .Rn ≥ Rn−۱ و rn ≤ rn−۱ ،An ≥ An−۱ ،an ≥ an−۱ گرفت
بستگی ψ و φ به هم ورد و اندازه پذیر صورت به مذکور توابع که می شود دیده سادگی به استقرا همین با می شود.
باشیم داشته اگر .an(x۰) ≥ an−۱(x۰) می دهد نتیجه (١ . ۴) ،۱ − Rn−۱ ≤ ۱ − Rn−۲ چون دارند.
.An(x۰, ·) ≥ An−۱(x۰, ·) که است واضح An تعریف از آن گاه ،an(x۰) = ∞ یا an(x۰) > an−۱(x۰)

می گیریم نتیجه (٢ . ۴) و (١ . ۴) از .an(x۰) = an−۱(x۰) =: t <∞ کنید فرض پس

cn(x۰) = ۱−
۱−

∫
B◦(۱−Rn−۱(x۰, ξ))ψ(dξ)∫

∂B
(۱−Rn−۱(x۰, ξ))ψ(dξ)

, (۶ . ۴)

می دهند نتیجه Rn−۱ ≥ Rn−۲ رابطۀ همراه به رابطه این . ۰۰ := ۰ و B = Ban(x۰) (x۰) می کنیم قرارداد آن در که
می دهد نتیجه (٣ . ۴) ،An ≥ An−۱ داشتن با .An(x۰, ·) ≥ An−۱(x۰, ·) بنابراین و cn(x۰) ≤ cn−۱(x۰)

است. فوق مشابه کاملا نیز Rn ≥ Rn−۱ می دهد نتیجه rn ≤ rn−۱ که این اثبات .rn(ξ۰) ≤ rn−۱(ξ۰)

کافی اندازۀ به n برای آن گاه بخواهد، را ξ۰ مرکز x۰ مکان اگر مکان-بهینه، انتقال چگالی داشتن نظر در با .٣١ . ۴ لم
.Rn(x۰, ξ۰) = ۰ داریم n هر برای آن گاه بخواهد، را x۰ مکان ξ۰ مرکز اگر هم چنین .An(x۰, ξ۰) = ۱ داریم بزرگ

،f(x۰, ξ۱) > ۰ و |ξ۱ − x۰| > |ξ۰ − x۰| که باشد ξ۱ مثل مرکزی اگر بخواهد. را ξ۰ ،x۰ کنید فرض اثبات.
همان پس است. داده درخواست ١ وزن با نزدیک تر نقاط تمام به بنابراین و است داده درخواست ξ۱ به x۰ آن گاه
نشان است کافی است. ناراضی x۰ دیگر، حالت است.در داده درخواست ξ۰ به ١ وزن با x۰ است، مطلوب که طور
برای که این به توجه با آن گاه نباشد، طور این اگر .an(x۰) > |x۰ − ξ۰| داریم بزرگ کافی اندازۀ به n برای دهیم

می دهد. نتیجه ٣٠ . ۴ نکتۀ ،an(x۰) <∞ داریم n ∫هر
Rd

(An(x۰, ξ)−Rn−۱(x۰, ξ))ψ(dξ) = ۱.
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نسبت تابع این است. ۱B|x۰−ξ۰|(x۰) به محدود An(x۰, ·) − Rn−۱(x۰, ·) تابع ،an(x۰) < |x۰ − ξ۰| چون
که می دهد نتیجه لبگ تسلطی همگرایی قضیۀ بنابراین است. متناهی موضعاً ψ زیرا است انتگرال پذیر ψ به
می خواهد. را x۰ ،ξ۰ کنید فرض حال است. تناقض یک این است. راضی x۰ معادلا یا ؛

∫
Rd fs(x۰, ξ)ψ(dξ) = ۱

دارد وجود x۱ مکان یک کنید فرض پس است. برقرار حکم و است نکرده رد را وزنی هیچ باشد، نشده اشباع ξ۰ اگر
زیرا ،rn(ξ۰) ≥ |x۱ − ξ۰| داشت خواهیم n هر برای بنابراین .f(x۱, ξ۰) > ۰ و |x۱ − ξ۰| > |x۰ − ξ۰| که
رد را x۱ درخواستی وزن تمام n از بعد مراحل تمام در ξ۰ رد، شعاع بودن نزولی غیر به توجه با صورت این غیر در

است. نکرده رد را x۰ از درخواستی وزن هیچ ξ۰ پس .rn(ξ۰) > |x۰ − ξ۰| داریم n هر برای بنابراین می کرد.

داریم دارد. بستگی ψ و φ به هم ورد و اندازه پذیر طور به fs که می گیریم نتیجه ۶ . ۴ لم طبق .١۵ . ۴ قضیۀ اثبات

fs = lim
n→∞

An −Rn−۱ = lim
n→∞

An −Rn.

انتقال چگالی یک fs که می شود نتیجه فاتو٢١ لم و ٣٠ . ۴ نکتۀ از بنابراین .An ≥ Rn و An ≥ Rn−۱ به علاوه،
و x۰ مکان یک پس باشد. ناپایدار fs کنید فرض حال .fs ≤ ۱ زیرا است مقید fs هم چنین است. موازنه گر شبه
داریم بزرگ کافی اندازۀ به n برای که می گیریم نتیجه ٣١ . ۴ لم از بخواهند. را یکدیگر که می شوند یافت ξ۰ مرکز یک

است. تناقض یک این و fs(x۰, ξ۰) = ۱− ۰ = ۱ بنابراین .Rn(x۰, ξ۰) = ۰ و An(x۰, ξ۰) = ۱

مکان های مجموعۀ Xرا ′ .(١۴ . ۴ (تعریف باشد ψ و φ برای پایدار مقید انتقال چگالی یک f کنید فرض .٣٢ . ۴ لم
اگر و ψ(Ξ′) < ۱ داشت خواهیم آن گاه ،X ′ ̸= ∅ اگر بگیرید. نشده اشباع مرکزهای مجموعۀ را Ξ′ و ناراضی
یک از کم تر ψ(Ξ′) و φ(X ′) از یکی لااقل نتیجه، یک عنوان به .φ(X ′) < ۱ داشت خواهیم آن گاه ,Ξ′ ̸= ∅

است.

ناراضی x۰ چون بگیرید. نظر در را x۰ ∈ X ′ دلخواه مکان .ψ(Ξ′) ≥ ۱ و X ′ ̸= ∅ کنید فرض ابتدا اثبات.
است، ناپایدار زوج یک (x۰, ξ۰) حال .f(x۰, ξ۰) < ۱ که می شود یافت ξ۰ ∈ Ξ′ مکان ،ψ(Ξ′) ≥ ۱ و است
اگر که می شود ثابت مشابه طور به است. متناقض f پایداری با این است. نشده اشباع ξ۰ و ناراضی x۰ زیرا

.φ(X۰) < ۱ آن گاه Ξ′ ̸= ∅

٣٨ . ۴ مثال باشند. داشته مثبت اندازۀ ٣٢ . ۴ لم اثبات در Ξ′ و X ′ مجموعۀ دو هر که دارند وجود حالت هایی
می دهد. نشان را حالتی چنین

انتقال چگالی هر برای باشند. λΨ و λΦ شدت های با Rd روی پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .٣٣ . ۴ لم
داریم F = Fω(x, ξ) مثل هم ورد وزن دار

λΦEΦ [Ψ۰(F, t)] = λΨEΨ [Φ۰(F, t)] . (٧ . ۴)

٢١Fatou�s lemma
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است. (١ . ٣٣ (نتیجۀ جرم انتقال اصل سادۀ حالت مستقیم نتیجۀ لم این اثبات.

Ψ۱ و Φ۱ را نشده اشباع مرکزهای و ناراضی مکان های مجموعۀ به ترتیب به Ψ و Φ تحدید .١۶ . ۴ قضیۀ اثبات
٢٠ . ۴ تعریف به توجه با هستند. ارگودیک تصادفی اندازه های نیز Ψ۱ و Φ۱ است، هم ورد F که این به توجه با بنامید.

کنید تعریف

Ux(F ) := ۱−Ψx(F,∞),

U ξ(F ) := ۱− Φξ(F,∞).

که می دهد نتیجه t =∞ ازای به ٣٣ . ۴ لم

λΦEΦ [۱− U۰(F )] = λΨEΨ [۱− U ۰(F )] .

بنابراین

λΦEΦ [U۰(F )]− λΨEΨ [U ۰(F )] = λΦ − λΨ. (٨ . ۴)

داشت خواهیم بگیریم، Rd در دلخواه مکعب یک را B اگر ،(١ . ١) رابطۀ طبق

λΦEΦ [U۰(F )] =
۱

Ld(B)
E
[∫

B

U۰(Fθs)Φ(ds)

]
=

۱

Ld(B)
E
[∫

B

Us(F )Φ(ds)

]
=

۱

Ld(B)
E
[∫

B

Us(F )Φ۱(ds)

]
,

و کران دار Us(F ) که این به توجه با دیگر، طرف از می شود. نتیجه Φ۱ = ۱{Us(F )>۰}Φ از آخر رابطۀ آن در که
داریم است، ارگودیک Φ۱{

EΦ [U۰(F )] = ۰ ⇔ E [Φ۱(B)] = ۰⇔ Φ۱(Rd) = ۰, a.s.
EΦ [U۰(F )] > ۰ ⇔ E [Φ۱(B)] > ۰⇔ Φ۱(Rd) =∞, a.s.

(٩ . ۴)

مشابه طور }به
EΨ [U ۰(F )] = ۰ ⇔ E [Ψ۱(B)] = ۰⇔ Ψ۱(Rd) = ۰, a.s.
EΨ [U ۰(F )] > ۰ ⇔ E [Ψ۱(B)] > ۰⇔ Ψ۱(Rd) =∞, a.s.

(١٠ . ۴)

نامساوی دو از یکی لااقل همیشه تقریباً که می دهد نتیجه ٣٢ . ۴ لم بنابراین است. پایدار همیشه تقریباً F می دانیم
تقریباً نامساوی دو این از یکی لااقل بودن، ارگودیک طبق است. برقرار Ψ۱(Rd) < ∞ و Φ۱(Rd) < ∞
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است. برقرار EΨ [U ۰(F )] = ۰ یا و EΦ [U۰(F )] = ۰ یا ،(١٠ . ۴) و (٩ . ۴) طبق بنابراین است. برقرار همیشه
می آوریم به دست (٨ . ۴) در نتیجه این جایگذاری با EΦ [U۰(F )] = max{۰,۱− λΨ

λΦ
},

EΨ [U ۰(F )] = max{۰,۱− λΦ

λΨ
}.

(١١ . ۴)

می کنند. کامل را اثبات (١٠ . ۴) و (٩ . ۴) همراه به روابط این

١۵ . ۴ قضیۀ طبق هم چنین است. هم ورد Ψ و Φ برای مکان-بهینه انتقال چگالی ،۶ . ۴ لم طبق .٩ . ۴ قضیۀ اثبات
است؛ پیشامد یک مکان -بهینه انتقال چگالی بودن موازنه گر که کنید توجه هست. نیز پایدار مقید انتقال چگالی یک
نظر در بودن موازنه گر آزمایش برای بورل مجموعۀ شمارا است کافی (زیرا Ω از اندازه پذیر زیرمجموعۀ یک یعنی
ببینید). را ٢ . ٢٨ (نتیجۀ هستند ارگودیک Ψ و Φ کنیم فرض است کافی ارگودیک تجزیۀ قضیۀ طبق پس بگیریم).

است. ١۶ . ۴ قضیۀ از آ  قسمت مستقیم نتیجۀ حکم حال

است. ١ . ٢٨ نکتۀ و ٢ . ١٣ و ٢ . ١١ ،٩ . ۴ قضیه های مستقیم نتیجۀ حکم .١٠ . ۴ قضیۀ اثبات

هر برای بنابراین می دهد. نسبت صفر اندازۀ گوی ها همۀ مرز و ابرصفحه ها همۀ به φ کنید فرض .١٩ . ۴ گزارۀ اثبات
یک از منظور ،۰ ≤ k < d ازای به است. برقرار ξ مرکز هر برای (۵ . ۴) بنابراین .φ(∂B) = ۰ داریم B گوی
مثال، عنوان به است. k + ۱ بعد از مماس غیر آفین زیرفضای یک با Rd در گوی یک مرز تقاطع k-بعدی کرۀ
داشته s نقطۀ هر برای هرگاه می نامیم بد را S k-بعدی کرۀ یک است. متمایز نقطۀ جفت یک بعدی صفر گوی یک
را بد کرۀ یک کرد. افراز مثبت اندازۀ با زیرمجموعه دو به بتوان را S مرز دیگر، عبارت به .ψ(S\{s}) > ۰ باشیم
نباشد، برقرار x مثل مکان یک ازای به (۴ . ۴) اگر نباشد. آن زیرمجموعۀ دیگری بد کرۀ هیچ هرگاه می گوییم مینیمال
هم فاصله نقاط مجموعۀ که این به توجه با است. هم فاصله آن نقاط همۀ از x که دارد وجود مینیمال بد کرۀ یک آن گاه
است. شمارا مینیمال بد کره های تعداد دهیم نشان است کافی است، Rd از سره آفین زیرفضای یک کره یک نقاط از
جفت همان بعدی صفر بد کره های است. شمارا T است، متناهی موضعاً ψ چون بنامید. T را ψ اتم های مجموعۀ
بنابراین و دارد اتم یک حداکثر S مثل مثبت بعد با مینیمال بد کرۀ هر هم چنین هستند. شمارا که هستند اتم ها
ϵ > ۰ ،R > ۰ بنابراین باشد. داشته وجود مینیمال بد کره های از ناشمارایی تعداد کنید فرض .ψ(S\T ) > ۰

.ψ(Si\T ) > ϵ و Si ⊆ BR (۰) که می شوند یافت S۱, S۲, S۳, . . . مینیمال بد کره های از نامتناهی تعدادی و
بنابراین .ψ ((Si\T ) ∩ (Sj\T )) = ۰ داریم نیست، بد کرۀ یک Si ∩ Sj که این به توجه با ،i ̸= j ازای به

است. تناقض یک این و ψ(BR (۰)) ≥
∑

i ψ(Si\T ) =∞,

است. (١ . ١٣ (قضیۀ بیرکهف ارگودیک قضیۀ و (١١ . ۴) از مستقیمی نتیجۀ اثبات .٢٢ . ۴ گزارۀ اثبات

(برای A′
n ≥ An می کنیم ثابت استقرا به ابتدا بگیرید. نظر در را ۵ . ۴ الگوریتم  در موجود توابع .٢٣ . ۴ قضیۀ اثبات

n − ۱ برای حکم کنید فرض حال .R′
۰ = R۰ = ۰ داریم فرض طبق ،n = ۰ برای .R′

n ≥ Rn و (n > ۰
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است واضح ،an(x۰) < a′n(x۰) که صورتی در .an ≤ a′n که می دهند نتیجه (١ . ۴) و استقرا فرض است. درست
یا بزرگ تر cn(x۰) می گیریم نتیجه (۶ . ۴) از .an(x۰) = a′n(x۰) کنید فرض حال .An(x۰, ·) ≤ A′

n(x۰, ·) که
.An ≤ A′

n که می شود نتیجه هم باز An تعریف طبق حال است. A′
n(x۰, ·) تعریف در متناظر ضریب مساوی

تساوی، و اکید نامساوی حالت دو گرفتن نظر در با مشابه، طور به .rn ≥ r′n که می دهد نتیجه (٣ . ۴) سپس،
می شود. ثابت استقرا حکم و Rn ≤ R′

n می گیریم نتیجه
.R′ ≥ R و A′ ≥ A می شود نتیجه کردیم، ثابت که هایی نامساوی  از گرفتن حد با

کردیم، ثابت بالا در که R′ ≥ R و A′ ≤ ۱ که این به توجه با حال .A(x۰, ξ۰) = ۱ داریم فرض، طبق (آ).
می گیریم نتیجه

fs(x۰, ξ۰) = A(x۰, ξ۰)−R(x۰, ξ۰) = ۱−R(x۰, ξ۰) ≥ A′(x۰, ξ۰)−R′(x۰, ξ۰) = f ′
s(x۰, ξ۰).

که این به توجه با .νx۰(f
′
s, t) > ψx۰(fs, t) کنید فرض کنیم. ثبات را حکم t < ∞ برای است کافی (ب).

به مثبت مقدار Bt (x۰) از خارج جایی در fs(x۰, ·) یا (fs (تحت است ناراضی x۰ یا پس ،ψx۰(fs, t) < ۱

است داده درخواست ١ وزن با Bt (x۰) عضو مرکزهای تمام به x۰ که می شود نتیجه حالت دو هر در می گیرد. خود
درخواست گوی آن از خارج نقطه ای به x۰ که کنید توجه دوم حالت برای و کنید استفاده ٣١ . ۴ لم از اول حالت (برای
نتیجه ،ν ≤ ψ که این به توجه با .f ′

s(x۰, ·) ≤ fs(x۰, ·) داریم Bt (x۰) روی (آ)، قسمت طبق پس است). داده
است. متناقض خلف فرض با که νx۰(f, t) ≤ ψx۰(fs, t) که می گیریم

برقرار حکم t <∞ و ξ۰ مفروض مقادیر برای کنید فرض کنیم. ثابت را حکم t <∞ برای است کافی (پ).
یعنی نباشد؛

µξ(f ′
s, t) < φξ(fs, t) ≤ ۱.

که دارد وجود x۰ ∈ Bt (ξ۰) مکان که می شود نتیجه µ ≥ φ فرض و نامساوی طرف دو تعریف از بنابراین
.R′(x۰, ξ۰) > R(x۰, ξ۰) می شود نتیجه پس .A′ ≥ A کردیم ثابت اثبات ابتدای در .f ′

s(x۰, ξ۰) < fs(x۰, ξ۰)

شعاع بودن نزولی طبق بنابراین است. کرده رد را x۰ وزن از مقداری ،f ′
s تعریف از مرحله ای در ξ۰ خاص، طور به

داشت خواهیم n مانند مرحله هر در بعد، به مرحله آن از ،(۶ . ۴ (لم ∫رد
B

[A′
n −R′

n](·, ξ۰)dµ(·) = ۱

که می گیریم نتیجه لبگ تسلطی همگرایی قضیۀ و ∞ به n دادن میل با .B := B|x۰−ξ۰| (x۰) آن در که
است. متناقض خلف فرض با این که µξ(f ′

s, t) = ۱ نتیجه در .µξ(f ′
s, |x۰ − ξ۰|) = ۱

از مجموعه ای ازای به که بگیرید مرحله ای اولین را n و است نادرست گزاره کنید فرض (آ ) .٢۴ . ۴ قضیۀ اثبات
قضیۀ از استفاده با .f(x, ξ)+Rn(x, ξ) > ۱ باشیم داشته (µ⊗ψ به (نسبت مثبت اندازۀ با (x, ξ) زوج های
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هر برای و ψ(Ξ۱) > ۰ که طوری به بیابیم Ξ۱ مانند مجموعه ای می توانیم ψ و µ برای ١٧ . ۴ فرض و و فوبینی٢٢
مجموعۀ ،ξ۰ ∈ Ξ۱ مرکز

T := Tξ۰ :={x : f(x, ξ۰) +Rn(x, ξ۰) > ۱}

و باشد داشته µ به نسبت مثبت اندازۀ

∀r > ۰, ∃s ∈ ∂Br (ξ۰) : µ(∂Br (ξ۰) \{s}) = ۰. (١٢ . ۴)

مقدار n-ام مرحلۀ در ξ۰ بنابراین .Rn(x, ξ۰) > ۱ − f(x, ξ۰) ≥ ۰ داریم x ∈ T هر برای ،T تعریف طبق
پس است. شده اشباع n-ام مرحلۀ در ξ۰ پس است. کرده رد را T مکان های همۀ درخواستی وزن های از ناصفری

داشت خواهیم ،B := Bξ۰ :=Brn(ξ۰) (ξ۰) دهیم قرار ∫اگر
B

An(x, ξ۰)−Rn(x, ξ۰)φ(dx) = ۱ (١٣ . ۴)

نتیجه (١٣ . ۴) ،µ ≥ φ و
∫
Rd f(x, ξ۰)µ(dx) ≤ ۱ که این به توجه با است. مجزا B درون از T علاوه، به و

∫می دهد
B

[An −Rn − f ](x, ξ۰)φ(dx) ≥ ۰. (١۴ . ۴)

داریم. احتیاج زیر لم به اثبات ادامۀ برای

باشیم داشته x ∈ B′
ξ۰

هر برای که طوری به دارد وجود φ به نسبت مثبت اندازۀ با B′
ξ۰
⊆ B مجموعۀ .٣۴ . ۴ لم

،[An −Rn − f ](x, ξ۰) > ۰ . ١

است. T عضو یک لااقل تا ξ۰ فاصلۀ از کم تر x از ξ۰ فاصلۀ . ٢

فقط باشد، پیوسته مطلقاً لبگ اندازۀ به نسبت µ اگر که کنید توجه می گیریم. نظر در حالت سه لم اثبات برای
می دهد. رخ اول حالت

x ∈ T هر برای و µ(T ) > ۰ چون .µ(T\B) > ۰ بنابراین و µ(T ∩ ∂B) = ۰ کنید فرض اول: حالت
این فرض طبق بنابراین، .

∫
T
f(x, ξ۰)µ(dx) > ۰ داشت خواهیم ،f(x, ξ۰) > ۱ − Rn(x, ξ۰) ≥ ۰ داریم

می آوریم دست به ∫حالت
B

f(x, ξ۰)µ(dx) ≤ ۱−
∫
T

f(x, ξ۰)µ(dx) < ۱.

٢٢Fubini�s theorem
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(φ به (نسبت مثبت اندازۀ با مجموعه ای روی انتگرال عامل پس است. اکید (١۴ . ۴) در موجود نامساوی پس
است. مطلوب مجموعۀ همان که است، مثبت

µ(∂B\T ) = ۰ می آوریم دست به (١٢ . ۴) از .φ(T∩∂B) = ۰ اما µ(T∩∂B) > ۰ کنید فرض دوم: حالت
دهیم. قرار را B◦ ،B جای به می توانیم (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) در و φ(∂B) = ۰ پس .φ(∂B\T ) = ۰ بنابراین و

می شود. ثابت ادعا قبل حالت مشابه دقیقاً ،B◦ ∩ T = ∅ که این به توجه با حال
دست به ،f +Rn > ۱ داریم T × {ξ۰} روی که این به توجه با .φ(T ∩ ∂B) > ۰ کنید فرض سوم: حالت

∫می آوریم
T∩∂B

[An −Rn − f ](x, ξ۰)φ(dx) < ۰.

می آوریم دست به (١۴ . ۴) از حال .φ(∂B\T ) = ۰ می دهد نتیجه (١٢ . ۴) دیگر، طرف ∫از
B◦
[An −Rn − f ](x, ξ۰)φ(dx) > ۰.

است. مطلوب مجموعۀ همان که است، مثبت (φ به (نسبت مثبت اندازۀ با مجموعه ای روی انتگرال عامل بنابراین
است. شده ثابت کامل طور به ٣۴ . ۴ لم پس

.f(x, ξ۰) < ۱ می دهد نتیجه ٣۴ . ۴ لم از (١) قسمت ،x ∈ B′
ξ۰

ازای به می پردازیم. قضیه اثبات ادامۀ به حال
که می شود نتیجه ٣۴ . ۴ لم از (٢) قسمت از بنابراین .f(·, ξ۰) > ۰ داشت خواهیم T روی ،T تعریف طبق
مجموعۀ برای فوبینی قضیۀ از می خواهد. را B′

ξ۰
مکان های تمام ξ۰ یعنی f)؛ به (نسبت می خواهد را x ، ξ۰

که طوری به دارد وجود x۰ مکان که می گیریم نتیجه ψ و µ برای ١٧ . ۴ فرض و {(x, ξ) : ξ ∈ Ξ۱, x ∈ B′
ξ}

مجموعۀ
Ξ۲ := {ξ ∈ Ξ۱ : x۰ ∈ B′

ξ}

و باشد داشته ψ به نسبت مثبت اندازۀ

∀r > ۰, ∃s ∈ ∂Br (x۰) : ψ(∂Br (x۰) \{s}) = ۰. (١۵ . ۴)

در فوبینی قضیۀ و است اندازه پذیر فوق مجموعۀ پس است. شده ساخته نامساوی چند اساس بر B′
ξ۰

که کنید توجه
Ξ۲ شامل که بگیرید باشد) بی نهایت می تواند آن شعاع (که x۰ مرکز به گویی کوچک ترین را B۱ است. معتبر اینجا

می دهد نتیجه ٣۴ . ۴ لم از (١) قسمت است.

۱−Rn−۱(x۰, ξ) ≥ [An −Rn−۱](x۰, ξ) (١۶ . ۴)

≥ [An −Rn](x۰, ξ)

> f(x۰, ξ) ≥ ۰, ∀ξ ∈ Ξ۲.
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.An(x۰, ·) ≡ ۱ داریم B◦
۱ روی بنابراین است. داده درخواست Ξ۲ مرکزهای همۀ به n-ام مرحلۀ در x۰ نتیجه در

باشیم داشته جا همه ψ-تقریباً که کنیم انتخاب طوری را x۰ ابتدا از می توانستیم n انتخاب نحوۀ طبق علاوه، به
بنابراین .f(x۰, ·) +Rn−۱(x۰, ·) ≤ ۱

∀ξ ∈ B◦
۱ : [An −Rn−۱](x۰, ξ) ≥ f(x۰, ξ). (١٧ . ۴)

که می دهند نتیجه (١٧ . ۴) و (١۶ . ۴) ,ψ(Ξ۲ ∩B◦
۱) > ۰ ∫اگر

B◦
۱

f(x۰, ξ)ν(dξ) <

∫
B◦

۱

[An −Rn−۱](x۰, ξ)ψ(dξ) ≤ ۱,

تمام x۰ که می آوریم دست به ٢١ . ۴ نکتۀ طبق بنابراین، است. An تعریف از نتیجه ای دوم نامساوی آن در که
تناقض یک این و کرده ایم پیدا f برای ناپایدار جفت یک حال .(f به (نسبت می خواهد را Ξ۲∩B◦

۱ عضو مرکزهای
داریم (١۵ . ۴) طبق پس .ψ(Ξ۲ ∩ ∂B۱) > ۰ باشیم داشته باید پس .ψ(Ξ۲ ∩B◦

۱) = ۰ کنید فرض حال است.
آورد خواهیم دست به قبل مانند و ψ(∂B۱\Ξ۲) = ۰∫

B۱

f(x۰, ξ)ν(dξ) <

∫
B۱

[An −Rn−۱](x۰, ξ)ψ(dξ) ≤ ۱.

است. تناقض یک این و (f به (نسبت می خواهد را Ξ۲ ∩ ∂B۱ عضو مرکزهای تمام x۰ پس
می آوریم دست به fs تعریف طبق آن گاه ،A(x, ξ) = ۱ اگر یعنی دهد؛ درخواست ξ به کامل طور به x اگر (ب)

است. (آ ) قسمت از مستقیم نتیجه ای ادعا حال .fs(x, ξ) = ۱−R(x, ξ)
برای (ب) قسمت ادعای ،ξ هر ψ-تقریباً برای که طوری به باشد x مثل مکان هایی مجموعۀ X کنید فرض (پ)
مطلوب خاصیت در X عضو مکان های تمام می کنیم ثابت .µ(Xc) = ۰ داریم (ب) طبق است. برقرار (x, ξ)
x۰ یا نتیجه در .ψx۰(fs, t) < ۱ بنابراین .νx۰(f, t) > ψx۰(fs, t) اما x۰ ∈ X کنید فرض می کنند. صدق
به توجه با می گیرد. خود به مثبت مقدار Bt (x۰) از خارج جایی در fs(x۰, ·) یا و است (fs به (نسبت ناراضی
وزن با Bt (x۰) عضو مرکز های تمام به x۰ حالت دو هر در است، آمده دست به مکان-بهینه الگوریتم از fs که این
نقطه ای به x۰ که کنید توجه دوم حالت برای و کنید استفاده ٣١ . ۴ لم از اول حالت (برای است داده درخواست ١
باشیم داشته Bt (x۰) روی جا همه ψ-تقریباً که می کند الزام X تعریف است). داده درخواست گوی آن از خارج
تناقض یک که νx۰(f, t) ≤ ψx۰(fs, t) که می گیریم نتیجه ،ν ≤ ψ که این به توجه با .f(x۰, ·) ≤ fs(x۰, ·)

است.
t های برای را حکم است کافی هستند، پیوسته راست از توابعی φξ(fs, ·) و µξ(f, ·) که این به توجه با (ت)
ψ(S) > ۰ که طوری به بیابیم را S ⊆ Rd و t ∈ [۰,∞] می توانیم نباشد، درست ادعا این اگر کنیم. ثابت گویا
مجموعۀ ،µ ≥ φ چون کنید. انتخاب دلخواه به را ξ۰ ∈ S عضو .ξ ∈ S هر ازای به µξ(f, t) < φξ(fs, t) و

مکان های
Tξ۰ := {x ∈ Bt (ξ۰) : f(x, ξ۰) < fs(x, ξ۰)}
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بنابراین .f(·, ξ۰) < ۱ داریم Tξ۰ مجموعۀ روی و µξ۰(f, t) < ۱ علاوه، به دارد. µ به نسبت مثبت اندازۀ
از می توان را ξ۰ که داد خواهیم نشان .(f به (نسبت می خواهد را Tξ۰ مکان های تمام ξ۰ که می دهد نتیجه ٢١ . ۴ نکتۀ
١٧ . ۴ فرض می شود. حاصل تناقض یک و (f به (نسبت بخواهد را ξ۰ نیز Tξ۰ از عضوی که کرد انتخاب طوری ابتدا
است) اندازه پذیر مجموعه ای (که {(x, ξ) : ξ ∈ S, x ∈ Tξ} مجموعۀ برای فوبینی قضیۀ و (ب) ،ψ و µ برای

که دارد وجود x۰ مثل مکانی که می دهند نتیجه

باشد، برقرار (١۵ . ۴) رابطۀ . ١

باشد، برقرار ξ هر ψ-تقریباً و x = x۰ ازای به (ب) حکم . ٢

.C = {ξ ∈ S : x۰ ∈ Tξ} آن در که ψ(C) > ۰ و . ٣

بی نهایت می تواند آن شعاع (که x۰ مرکز به گوی کوچک ترین برقرارند. x۰ هر µ-تقریباً برای شرایط این واقع، در
نتیجه است برقرار fs(x۰, ·) > f(x۰, ·) ≥ ۰ نامساوی C روی که این از بنامید. B را است C شامل که باشد)

که می دهد نتیجه (٢) بنابراین است. داده درخواست کامل وزن با B◦ عضو مرکزهای به x۰ که می گیریم

f(x۰, ·) ≤ fs(x۰, ·), ψ|B◦ -a.e.

داشت خواهیم فوق رابطۀ طبق .ψ(C ∩B◦) > ۰ اول: ∫حالت
B◦
f(x۰, ξ)ψ(dξ) <

∫
B◦
fs(x۰, ξ)ψ(dξ).

به (نسبت می خواهد را C ∩ B◦ مرکزهای تمام x۰ ،٢١ . ۴ نکتۀ طبق پس .
∫
B◦ f(x۰, ξ)ν(dξ) < ۱ بنابراین

است. تناقض یک این و یافته ایم f برای ناپایدار زوج یک حال .(f
از .ψ(∂B\C) = می آوریم۰ دست به (١) از .ψ(C ∩ ∂B) > ۰ بنابراین .ψ(C ∩ B◦) = ۰ دوم: حالت

می گیریم نتیجه قبل مشابه است، برقرار fs(x۰, ·) > f(x۰, ·) نامساوی C روی که ∫این
B

f(x۰, ξ)ψ(dξ) <

∫
B

fs(x۰, ξ)ψ(dξ).

می خواهد را C ∩ ∂B مرکزهای x۰ ،٢١ . ۴ نکتۀ طبق پس است. B شعاع s آن در که ،νx۰(f, s) < ۱ بنابراین
می رسیم. تناقض به هم باز و (f به (نسبت

برای ،٢۵ . ۴ نتیجۀ طبق باشد. ψ و φ برای دلخواه پایدار مقید انتقال چگالی یک f کنید فرض .٢۶ . ۴ گزارۀ اثبات
داریم x مکان هر φ-تقریباً

ψx(fs, t) = ψx(f, t), ∀t ∈ [۰,∞]. (١٨ . ۴)
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اثبات ها ۵ . ۴

است) مکان-بهینه الگوریتم در x درخواست شعاع as(x) آن در (که t < as(x) ازای به رابطه این از استفاده با
،|x− ξ| < as(x) اگر ،(x, ξ) هر φ)-تقریباً ⊗ ψ) برای که می آوریم به دست ٢۴ . ۴ قضیۀ از (ب) قسمت و
به خاصیت همین که می دهند نتیجه t = as(x) ازای به (١٨ . ۴) و ١٧ . ۴ فرض .fs(x, ξ) = f(x, ξ) آن گاه
آن گاه ،|x− ξ| ≤ as(x) اگر ،(x, ξ) هر (φ⊗ψ)-تقریباً برای یعنی است؛ معتبر نیز |x− ξ| = as(x) ازای
ازای به (١٨ . ۴) از می توانیم ،fs(x, ·) ≡ ۰ داریم Bas(x) (x) از خارج که این به توجه با .fs(x, ξ) = f(x, ξ)

می شود. کامل اثبات و fs = f داریم جا همه ⊗φ)-تقریباً ψ) که بگیریم نتیجه t =∞

یک روی مگر برابرند جا همه پایدار مقید انتقال چگالی دو هر همیشه تقریباً کنیم ثابت باید .٢٧ . ۴ قضیۀ اثبات
باشند. مرکز-بهینه و مکان-بهینه انتقال چگالی ترتیب به fc و fs کنید فرض صفر. Φω)-اندازه ⊗Ψω) مجموعۀ

می آوریم دست به ٣٣ . ۴ لم اعمال با و می گیریم ریاضی امید ٢۵ . ۴ نتیجۀ طرفین از

λΦEΦ [Ψ۰(fs, t)] ≥ λΦEΦ [Ψ۰(fc, t)] = λΨEΨ [Φ۰(fc, t)]

≥ λΨEΨ [Φ۰(fs, t)] = λΦEΦ [Ψ۰(fs, t)] .

پس هستند. تساوی واقع در روابط این در نامساوی ها همۀ بنابراین

EΦ [Ψ۰(fs, t)−Ψ۰(fc, t)] = ۰.

می آوریم دست به (٩ . ۴) شبیه استدلالی با

E
[∫

Rd

Ψx(fs, t)−Ψx(fc, t)Φ(dx)

]
= ۰.

Φω-تقریباً ازای به که داریم همیشه تقریباً شده، داده t هر ازای به پس است. نامنفی انتگرال عامل ،٢۵ . ۴ نتیجۀ طبق
،x ∈ Rd هر

Ψx(fs, t) = Ψx(fc, t).

دست به هستند، پیوسته راست از توابعی Ψx(fc, ·) و Ψx(fs, ·) که این و گویا tهای برای رابطه این از استفاده با
داریم x هر Φω-تقریباً برای همیشه تقریباً که می آوریم

Ψx(fs, t) = Ψx(fc, t), ∀t ∈ [۰,∞].

برقرار Ψω و Φω برای ١٧ . ۴ فرض و باشد برقرار x هر Φω-تقریباً برای بالا رابطۀ که باشد طوری ω ∈ Ω اگر حال
است. ٢۶ . ۴ گزارۀ از مستقیمی نتیجۀ حکم باشد،

،a′ ∈ A هر برای که بگیرید x مثل نقاطی مجموعۀ را C .r > ۰ و a ∈ Rd ،A ⊆ Rd کنید فرض .٣۵ . ۴ لم
نماد Conv (·) آن در که ،Br (a) ⊆ Conv (A)◦ اگر تنها و اگر است کران دار C .|x− a| < |x− a′|+ r

است. محدب پوش
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

آنگاه x ∈ ∂C اگر علاوه، به و است a مرکز با ستاره وار مجموعۀ یک C که می شود دیده به راحتی اثبات.
نیم خط یک شامل اگر تنها و اگر است بی کران C بنابراین دارد. قرار C ∪ {x} در کاملا a و x واصل پاره خط
خاصیت این ،C تعریف طبق است. واحد بردار یک v ∈ Rd آن در که باشد، {a + tv : t ∈ [۰,∞)}
معادلا .A ⊆ {x : v · (x − a) ≤ r} باشیم داشته v واحد بردار یک ازای به که این با است معادل

.Br (a) ̸⊆ Conv (A)◦

تصادفی اندازۀ یک P کنیم فرض می توانیم ،(١۵ . ١ (نتیجۀ ارگودیک تجزیۀ قضیۀ از استفاده با .٢٩ . ۴ قضیۀ اثبات
است. (θs)s∈Rd خانوادۀ برای ارگودیک

احتمال با کنید فرض بنامید. Ξ′ را بد مرکزهای مجموعۀ باشد. بی کران آن قلمرو هرگاه می نامیم بد را مرکز یک (آ )
هم ورد F چون می دهد. رخ یک احتمال با موضوع این بودن، ارگودیک طبق پس .Ψ(Ξ′) ̸= ۰ باشیم داشته مثبتی
دلخواه عضو است. مثبت شدت با ارگودیک تصادفی اندازۀ یک نیز می نامیم) Ψ′ را آن (که Ξ′ به Ψ تحدید است،
ξ۰ قلمرو که می کنیم ادعا .(١ . ۶ (تعریف بگیرید ۱

۲Ψ
′ برای ξ۰ ورونوی قلمرو را C و بگیرید نظر در را ξ۰ ∈ Ξ′

x۰ ̸∈ C نباشد، درست ادعا اگر می شود. نتیجه Ψ′ برای ۵ . ۶ گزارۀ از مستقیماً تناقض و است C از زیرمجموعه ای
.Ψ′(B◦

|x۰−ξ۰| (x۰)) ≥ ۲ > ۱ می آوریم دست به ٣ . ۶ لم و C تعریف طبق .F (x۰, ξ۰) > ۰ که بگیرید طوری را
به را ξ۱ زیرا می خواهد، را ξ۱ ،x۰ حال .F (x۰, ξ۱) < ۱ که دارد وجود ξ۱ ∈ B◦

|x۰−ξ۰| (x۰) بد مرکز یک پس
ناپایدار زوج یک (x۰, ξ۱) پس است. بی کران ξ۱ قلمرو زیرا می خواهد را x۰ نیز ξ۱ هم چنین می دهد. ترجیح ξ۰

است. تناقض یک این و است
B۱ (z) عضو مکان های قلمرو اجتماع ،z تصادفی غیر نقطۀ یک برای دهیم نشان است کافی پایایی، طبق (ب)
خاصیت این هرگاه می نامیم بد را z ∈ Zd شبکه ای نقطۀ یک دارد. (Ψ به (نسبت متناهی اندازۀ همیشه تقریباً
پس است. بد شبکه ای نقطۀ یک مثبتی احتمال با مختصات مبدأ کنید فرض خلف، فرض با نباشد. برقرار z برای
Z کنید فرض می دهند. تشکیل مثبت شدت با Zd در ارگودیک سادۀ نقطه ای فرآیند یک بد شبکه ای نقاط مجموعۀ
(مشابه است Z از عضوی شامل نیم فضا هر پایایی، طبق است. z۰ := ۰ شامل که باشد بد شبکه ای نقاط مجموعۀ
بیابیم طوری را z۱, . . . , zn ∈ Z\{۰} می توانیم بنابراین .Conv (Z) = Rd داشت خواهیم بنابراین و (۶ . ١ لم
،A = {z۱, . . . , zn} ازای به ٣۵ . ۴ لم در که باشد C۰ناحیه ای کنید فرض .B۲ (z۰) ⊆ Conv (z۱, . . . , zn) که
مجموعۀ را Ci ،i = ۱, . . . , n برای است. کران دار لم آن حکم طبق که است، شده تعریف r = ۲ و a = z۰

اجتماع را T است. A نقاط سایر از x فاصلۀ از نزدیک تر zi از x فاصلۀ که بگیرید C۰ از خارج x مثل نقاطی
این به توجه با .Ψ(T ) =∞ داریم است، بد شبکه ای نقطۀ یک z۰ چون بگیرید. B۱ (z۰) عضو مکان های قلمرو
.Ψ(D) > ۱ که طوری به D ⊆ T ∩ Ci کران دار بورل مجموعۀ یک و i > ۰ دارد وجود ،Ψ(C۰) < ∞ که
شامل آن قلمرو که دارد وجود xi ∈ B۱ (zi) مثل مکانی است، بد شبکه ای نقطۀ یک نیز zi که این به توجه با
به بیابیم را ξi ∈ D مرکز یک می توانیم ،Ψ(D) > ۱ که این به توجه با است. D عضو مراکز تمام از دورتر مرکزی
x۰ ∈ B۱ (z۰) مکان ،ξi ∈ T چون است. ناپایدار زوج یک (xi, ξi) می کنیم ادعا .F (xi, ξi) < ۱ که طوری
پس .|ξi − z۰| ≥ |ξi − zi| + ۲ می شود نتیجه ξi ̸∈ C۰ که این از .F (x۰, ξi) > ۰ که طوری به دارد وجود
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مثال چند ۶ . ۴

A۱ −R۱ (ب) A۱ (آ)

۱ < α < ۳
۲ حالت در fs = fc (د) α ≥ ۳

۲ حالت در fs = fc (ج)

هستند. {۰,۱} به [۰, α] × [۰, α] از توابعی که ،٣٨ . ۴ مثال در شده ذکر توابع از تابع چند محمل :١ . ۴ شکل
است. مرکزها دهندۀ نشان عمودی محور و مکان ها نشان دهندۀ افقی محور

نحوۀ طبق زیرا می خواهد را ξi نیز xi دیگر، طرف از می خواهد. را xi ،ξi بنابراین و |ξi − x۰| > |ξi − xi|
تناقض یک این و است ناپایدار زوج یک (xi, ξi) پس است. ξi از دورتر مرکزی شامل آن قلمرو xi انتخاب

است.

مثال چند ۶ . ۴

نیست، پایا Rd روی اندازه یک عنوان به Zd هرچند است. Zd روی شمارشی اندازۀ Zd از منظور زیر مثال های در
ترتیب این به می آوریم. دست به ارگودیک تصادفی اندازۀ یک [۰,۱]d در تصادفی بردار یک با آن انتقال با اما

بود. خواهند صادق هم چنان ٢٧ . ۴ و ٩ . ۴ ،١۶ . ۴ قضایای ادعاهای
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مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

تخصیص یک مکان-بهینه انتقال چگالی باشد، ساده شمارشی اندازۀ یک ψ و φ = Ld که حالتی در .٣۶ . ۴ مثال
صفر اندازه مجموعۀ یک از کردن نظر صرف (با است یکسان [۶] در معرفی شده تخصیص با که می دهد دست به ناوردا
۵ . ٣ مثال بود. خواهند [۶] در پایداری و تخصیص تعاریف از تعمیمی نیز ١۴ . ۴ و ٢ . ۴ تعاریف هم چنین فضا). در

ببینید. را

به اول گام در مکان -بهینه الگوریتم صورت این در باشند. Rd در لبگ اندازۀ دو هر ψ و φ کنید فرض .٣٧ . ۴ مثال
گوی حجم که است عددی b آن در که ،R۱ ≡ ۰ و fs(x, ξ) = A۱(x, ξ) = ۱{|x−ξ|<b} یعنی می رسد؛ جواب
٢۶ . ۴ گزارۀ طبق بنابراین است. برابر تابع همین با نیز مرکز- بهینه انتقال چگالی است. یک با برابر b شعاع به

است. ,φ)-یکتا ψ) ،ψ و φ برای پایدار مقید انتقال چگالی

اول مرحلۀ ۴ . ١(ب) و ۴ . ١(آ) شکل های باشند. [۰, α] بازۀ به لبگ اندازۀ تحدید ψ و φ کنید فرض .٣٨ . ۴ مثال
چگالی ۱ < α < ۳

۲ و α ≥ ۳
۲ حالت های در که دید می توان می دهند. نشان α ≥ ۳

۲ حالت در را ۵ . ۴ الگوریتم
۴ . ١(ج) شکل های در به ترتیب که هستند توابعی با برابر جا) همه (تقریباً دو هر مرکز- بهینه و مکان- بهینه انتقال
حالت در اما می رسد، جواب به متناهی زمان در الگوریتم دوم حالت در که کنید (توجه اند شده داده نشان ۴ . ١(د) و
نتیجه تا کنیم استفاده ٢۶ . ۴ گزارۀ از می توانیم بنابراین هستند. یک با متحد دو هر نیز α ≤ ۱ حالت در خیر). اول

است. ,φ)-یکتا ψ) ،ψ و φ برای پایدار مقید انتقال چگالی که بگیریم
است ۱

۲(۱−
۱
ϕ
) از کم تر بازه انتهای دو از آن ها فاصلۀ که مرکزهایی) مشابه طور به (و مکان هایی α ≥ ۳

۲ حالت در
۱ < α < ۳

۲ حالت در .ϕ = ۱+
√

۵
۲ یعنی است؛ طلایی عدد ϕ آن در که نشده اند، اشباع) مشابه طور به (و راضی

دارند. وجود بازه انتهای دو در نشده ای اقناع  مراکز و مکان ها نیز
به خطوط چهارم شکل در هستند. ۱

۲ فاصلۀ به لبه ها از که هستند خطوطی اول شکل سه در نقطه چین خطوط
عدد ϕ آن در که دارند −۱

ϕ
یا −ϕ شیب سوم شکل در کوچک پاره خط های شده اند. رسم نیز لبه ها از ١ فاصلۀ

به محدود بی کران ناحیۀ از انتقال یافته ای با مربع اشتراک چپ سمت و بالا ناحیۀ چهارم، شکل در است. طلایی
،Bi = (−βFi−۱, βFi) و Ai = (−βFi, βFi−۱) آن در که است . . . A۳A۲A۱B۱B۲B۳ . . . چندضلعی
به ناحیه این رئوس تعداد که کنید توجه است. F۰ = F۱ = ۱ از شروع با فیبوناچی دنبالۀ (Fi)i و β = ۳

۲ − α
دارد. بستگی α مقدار

ξ ∈ A و x ∈ R برای باشد. Z از A زیرمجموعۀ روی شمارشی اندازۀ ψ و φ = L۱ کنید فرض .٣٩ . ۴ مثال
داریم

fs(x, ξ) =

{
۱, |x− ξ| ≤ ۱

۲
۰, صورت این غیر در

غیرتصادفی، حالت در که می دهد نشان مثال این .A = Z اگر تنها و اگر است موازنه گر fs که می شود دیده راحتی به
باشد. موازنه گر انتقال چگالی یک مکان-بهینه انتقال چگالی که نمی کند تضمین ψ و φ نمونه ای شدت برابری
.A = Z\{۰} که بگیرید نظر در را حالتی خاص، طور به می دهد. نشان را مثال این از خاص حالت سه ٢ . ۴ شکل
همۀ در ξ و می دهند درخواست ξ به تنها مراحل همۀ در [ξ − ۱

۲ , ξ +
۱
۲ ] بازۀ نقاط ξ ∈ A هر برای حالت این در
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مثال چند ۶ . ۴

A = Z (آ)

A = Z\{۰} (ب)

A = Z ∪ {−۱
۲} (ج)

مرکز ها قلمرو که بازه هایی مستطیل ها و هستند مرکزها توپر نقطه های .٣٩ . ۴ مثال در خاص حالت سه :٢ . ۴ شکل
می دهند. نشان را هستند

را حالتی مشابه، طور به می شوند. رد نقاط همۀ توسط [−۱
۲ ,

۱
۲ ] بازۀ نقاط نمی کند. رد را بازه این نقاط تنها مراحل

مرکز های و بود خواهند اول مرحلۀ با برابر الگوریتم مراحل همۀ حالت این در .A = Z∪ {−۱
۲} که بگیرید نظر در

نمی شوند. اشباع {−۱,−۱
۲ , ۰}

کنید تعریف .ψ = Z۱ ⊗ L۱ و φ = L۲ کنید فرض .۴٠ . ۴ مثال

τ(x) := (⌊x۱ +
۱

۲
⌋, x۲)

f(x, ξ) :=

{
۱, max{|x۱ − ξ۱| , |x۲ − ξ۲|} ≤ ۱

۲ ,
۰, صورت این غیر در

,φ)-موازنه گر ψ) تخصیص یک τ است. x به مرکز نزدیک ترین τ(x) و است صحیح جزء تابع ⌊·⌋ آن در که
انتقال چگالی یک نیز f است. پایدار تخصیص یک ٢ . ۵ تعریف با اما نیست، مقید انتقال هستۀ یک که است
مکان و ξ۰ = (۰, ۰) مرکز که کنید توجه موضوع این دیدن برای نیست. پایدار که است ,φ)-موازنه گر ψ) مقید
fs گام یک در مکان-بهینه الگوریتم مثال این در می خواهند. را یکدیگر ۱

۲ < a < ۵
۸ که صورتی در x۰ = (a, ۰)

مقدار ،ξ = (ξ۱, ξ۲) و x = (x۱, x۲) ازای به است. پایدار موازنه گر مقید انتقال چگالی یک که می دهد نتیجه را
با است برابر تابع این

fs(x, ξ) =

{
۱, |x۲ − ξ۲| ≤ min{۱

۲ ,
۵
۴ − ۲ |x۱ − ξ۱|},

۰, صورت این غیر در

مثال این در که کنید توجه است. شده داده نشان ٣ . ۴ شکل در که است منتظم) (غیر شش ضلعی یک مرکز هر قلمرو
برابر تابع همین با نیز مرکز-بهینه انتقال چگالی دید می توان اما نمی رسد، نتیجه به گام یک در مرکز-بهینه الگوریتم
نیز ٢٧ . ۴ قضیۀ از است. ,φ)-یکتا ψ) ،ψ و φ برای پایدار مقید انتقال چگالی ،٢۶ . ۴ گزارۀ طبق بنابراین است.

گرفت. نتیجه را یکتایی می توان

۶۵



مقید انتقال چگالی های ۴ فصل

مجموعۀ عمودی ممتد خطوط .۴٠ . ۴ مثال در ξ۱ مرکز قلمرو هم راه به x۲ و x۱ مکان دو قلمروهای :٣ . ۴ شکل
خطوط و می  دهند نشان را مکان دو آن درخواست شعاع نقطه چین دایره های می دهند. نشان را Z×R

می دهد. نشان را آن ها قلمروهای عمودی رنگ پر

برابر مکان-بهینه انتقال چگالی ،۰ ≤ x ≤ ۱
۲ ازای به .ψ = L۱ + Z۱ و φ = ۲L۱ دهید قرار .۴١ . ۴ مثال

با است

fs(x, ξ) =


۱, ۰ < ξ ≤ ۲x,
۱− ۲x, ξ = ۰,
۰, صورت این غیر در

با است برابر −۱
۲ ≤ x ≤ ۰ ازای به و

fs(x, ξ) =


۱, ۲x ≤ ξ < ۰,
۱− ۲ |x| , ξ = ۰,
۰, صورت این غیر در

از باید قضیه از استفاده (برای است برقرار ٩ . ۴ قضیۀ حکم است. برقرار نیز x دیگر مقادیر برای مشابهی فرمول
این در ،١٠ . ۵ گزارۀ طبق است. موازنه گر پایدار مقید انتقال چگالی یک fs و کنیم) استفاده تصادفی انتقال یک
پایدار که ندارد وجود ψ برای غیرتصادفی ای اضافۀ نقطۀ الگوی بنابراین ندارد. وجود موازنه گر پایدار تخصیص مثال

زیر تخصیص مثلا دارد، وجود هم ورد موازنه گر تخصیص اما ببینید. نیز را ۴۵ . ۴ مثال باشد.

τ(x) :=

{
⌊x⌋, x− ⌊x⌋ > ۱

۲
۲x− ⌊x⌋, x− ⌊x⌋ ≤ ۱

۲

مقادیر آن ها شدت که باشند R در ارگودیک و پایا (توأماً) سادۀ نقطه ای فرآیند دو Ψ و Φ کنید فرض .۴٢ . ۴ مثال
دارند، واحد شدت و هستند ارگودیک Ψ′ := ۱

λΨ
Ψ و Φ′ := ۱

λΦ
Φ تصادفی اندازه های است. λΨ و λΦ مثبت

نقاط تعداد است قرار λΦ

λΨ
که کنید (توجه ندارد وجود (Φ,Ψ)-موازنه گر تخصیص هیچ λΦ

λΨ
̸∈ Z که صورتی در اما

آن ها بین موازنه گر هم ورد انتقال هستۀ یک که می دهد نشان ٩ . ۴ قضیۀ حال، عین در باشد). مرکز هر وارون تصویر
می رسد. نظر به پیچیده ای کار انتقال هستۀ این صریح صورت نوشتن البته ساخت. می توان
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مثال چند ۶ . ۴

تصادفی اندازۀ دو که ،Ψ′′ := Ψ′×Ld−۱ و Φ′′ := Φ′×Ld−۱ دهید قرار ،۴٢ . ۴ مثال شرایط با .۴٣ . ۴ مثال
آن ها بین موازنه گر هم ورد انتقال هستۀ یک که می دهد نشان ٩ . ۴ قضیۀ هستند. واحد شدت با Rd روی ارگودیک

ندارد. وجود آن ها بین موازنه گر هم ورد تخصیص هیچ می کنیم ادعا اما ساخت، می توان
،x مکان برای که می گیریم نتیجه بودن هم ورد از باشد. (′′Φ′′,Ψ)-موازنه گر همورد تخصیص یک τ کنید فرض
نتیجه سادگی به حال است. اول مؤلفۀ روی تصویر تابع π۱ که دارد، بستگی ω و π۱(x) به تنها τω(x)− x بردار
با موضوع این است. (′Φ′,Ψ)-موازنه گر می شود، تعریف R روی که x 7→ π۱(τ((x, ۰))) تخصیص که می شود

است. تناقض یک ۴٢ . ۴ مثال به توجه
ببینید. را ١۴ . ۵ مسئلۀ نیست. پیوسته شبه اول اندازۀ می بینیم، ۴٢ . ۴ مثال و مثال این در که طور همان

سادگی به باشند. (−∞, ۰) و (۰,∞) بازه های به لبگ اندازۀ تحدید ترتیب به ψ و φ کنید فرض .۴۴ . ۴ مثال
سقف همان ⌈a⌉ آن در که ،⌈x⌉ = ⌈−ξ⌉ اگر تنها و اگر fs(x, ξ) = ۱ و fs(x, ξ) ∈ {۰,۱} که می شود دیده
یک نیز x 7→ −x تابع مثال، این در .a با مساوی یا بزرگ تر که است صحیحی عدد کوچک ترین یعنی است؛ a
ببینید. نیز را ۴۵ . ۴ مثال است. پایدار ٢ . ۵ تعریف با تخصیص این نیست. مقید اما است، موازنه گر پایای تخصیص

به را γ و بگیرید نظر در را γψ و γφ برای مکان-بهینه انتقال هستۀ ،ψ و φ دلخواه اندازۀ دو برای .۴۵ . ۴ مثال
به بنامید. T را آن کند، میل وزن دار انتقال هستۀ یک به مکان-بهینه انتقال هستۀ که صورتی در دهید. ∞میل
اما ،(T (x, ·) = δ−x) است شده ذکر مثال همان در که بود خواهد تخصیص یک T ،۴۴ . ۴ مثال در مثال، عنوان
در که T (x, ·) = ۱

۲(δx + δround(x)) داشت خواهیم حالت این در بود. نخواهد تخصیص یک T ،۴١ . ۴ مثال در
است. x به صحیح عدد نزدیک ترین round(x) آن
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۵ فصل

موازنه گر تخصیص ساختن

مورد اخیر سال چند در که است مسئله ای هم ورد موازنه گر تخصیص ساختن دادیم، توضیح مقدمه در که همان طور
موازنه گر تخصیص می توان ۴ فصل نتایج از که حالاتی و پایدار تخصیص های ١ . ۵ بخش در است. گرفته قرار توجه

گرفت. خواهیم کار به را دیگر ایدۀ دو ٣ . ۵ و ٢ . ۵ بخش های در می کنیم. بررسی را آورد به دست

پایدار تخصیص های ١ . ۵

هستۀ یک ،(١ . ۴ تعریف (طبق می کند صدق T ≤ ψ شرط در ψ-مقید انتقال هستۀ یک که این به توجه با
برای باشد. گسسته اندازۀ یک ψ که این مگر باشد تخصیص یک نمی تواند ,φ)-موازنه گر ψ) و ψ-مقید انتقال
ψ نبودن گسسته صورت در که ،۰ < ψ(B) < ۱ که باشد مجموعه یک B کنید فرض موضوع، این اثبات
می دانیم دیگر، طرف از .T (x,B) > ۰ داریم (φ (تحت مثبت اندازۀ با مکان ها از مجموعه ای روی دارد. وجود
یک نمی تواند T نتیجه در و باشد دیراک اندازۀ یک نمی تواند T (x, ·) بنابراین و T (x,B) ≤ ψ(B) < ۱

می کنیم. تمرکز است گسسته اندازۀ یک ψ که حالتی بر بیشتر بخش این در باشد. تخصیص
می کنیم. تعریف زیر صورت به را تخصیص ١۴ . ۴ تعریف و [۶] ایده های با

τ : D → Rd ∪ {∞} مانند اندازه پذیر تابعی تخصیص یک ،φ, ψ ∈ M اندازه های داشتن با .١ . ۵ تعریف
به شده اضافه نقطه ای عنوان به ∞ و φ(Dc) = ۰ که طوری به است اندازه پذیر مجموعه ای D ⊆ Rd که است
به و τ ̸=∞ باشیم داشته همیشه φ-تقریباً هرگاه است ,φ)-موازنه گر ψ) ،τ تخصیص می شود. گرفته نظر در فضا

.τ∗(φ|D) = ψ یعنی φ(τ−۱(·))؛ = ψ(·) علاوه

تک نقطۀ به را s نقطۀ جرم که گرفت نظر در وزن دار انتقال هستۀ یک صورت به اغماض با می  توان را تخصیص یک
نقاط. سایر ازای به T (s, ·) := ۰ و s ̸∈ D ∪ τ−۱(∞) که هنگامی T (s, ·) := δτ(s) یعنی می فرستد؛ τ(s)
متفاوتی نقش τ−۱(∞) و Rd \D نقاط زیرا کرد، بازسازی T داشتن با نمی توان را τ تعریف، این با که کنید توجه

دارند.
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موازنه گر تخصیص ساختن ۵ فصل

D ⊆ supp(φ) دامنۀ روی که باشد تخصیص یک τ کنید فرض ،φ, ψ ∈M اندازه های داشتن با .٢ . ۵ تعریف
باشیم داشته B ∈ G هر برای هرگاه است موازنه گر شبه τ می گوییم .φ(Dc) = ۰ داریم و است شده تعریف
x۰ ∈ D مکان می گوییم ،τ موازنه گر شبه تخصیص داشتن با .τ∗(φD) ≤ ψ یعنی φ(τ−۱(B))؛ ≤ ψ(B)

مرکز نداریم). کاری D خارج مکان های (با τ(x۰) =∞ هرگاه است ناراضی و τ(x۰) ̸=∞ هرگاه است راضی
می خواهد را ξ۰ مرکز x۰ مکان می گوییم نباشد. ψ − τ∗(φ|D) اندازۀ محمل در هرگاه می گوییم اشباع شده را ξ۰
اولا هرگاه می خواهد را x۰ مکان ξ۰ مرکز می گوییم .|x۰ − τ(x۰)| > |x۰ − ξ۰| یا و باشد ناراضی x۰ یا هرگاه
.|x۱ − ξ۰| > |x۰ − ξ۰| و τ(x۱) = ξ۰ که باشد موجود x۱ مکان یا و باشد نشده اشباع ξ۰ یا ثانیاً و τ(x۰) ̸= ξ۰

بخواهند. را یکدیگر دو هر که نباشد موجود (x۰, ξ۰) زوج هیچ هرگاه است پایدار τ موازنه گر شبه تخصیص می گوییم

ببینید. را ۴۴ . ۴ و ۴٠ . ۴ ، ٣٩ . ۴ ،٣۶ . ۴ مثال های پایدار، تخصیص های از مثال عنوان به

τ کنید فرض باشند. مثبت و برابر شدت با Rd روی ارگودیک تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .٣ . ۵ قضیه
تقریباً τ صورت این در است. Ψ و Φ برای پایدار تخصیص یک همیشه تقریباً که باشد هم ورد تصادفی تابع یک
اضافه نقطۀ الگوی یک ،Φ = λΨLd که حالتی در خاص، طور به است. (Φ,Ψ)-موازنه گر تخصیص یک همیشه

می آید. دست به

بخش این ادامۀ در می کنیم. نظر صرف آن آوردن از و است ١٠ . ۴ و ١۶ . ۴ قضایای مشابه دقیقاً قضیه این اثبات
می پردازیم. پایدار تخصیص ساختن و وجود بحث به

خاص حالت های در مکان-بهینه انتقال چگالی ١ . ١ . ۵

می گیرد. خود به {۰,۱} مقادیر همه جا ⊗φ)-تقریباً ψ) مکان- بهینه انتقال چگالی زیر حالت های در .۴ . ۵ گزاره

باشند. پیوسته مطلقاً L به نسبت هردو ψ و φ وقتی آ .

باشد. ساده شمارشی اندازۀ یک دیگری و باشد پیوسته مطلقاً L به نسبت ψ و φ از یکی وقتی ب.

باشد. برقرار ١٧ . ۴ فرض و باشند ساده شمارشی اندازۀ هردو ψ و φ وقتی پ.

توابع دهیم نشان استقرا با است کافی اثبات برای می کنیم. نظر صرف آن آوردن از و است ساده گزاره این اثبات
می گیرند. خود به {۰,۱} مقادیر همه جا تقریباً ۵ . ۴ الگوریتم در Rn و An

١٧ . ۴ فرض اگر حتی باشند، ساده شمارشی اندازۀ یا و باشند اتم بدون یا ψ و φ از کدام هر که حالتی در .۵ . ۵ نکته
بیابیم. {۰,۱} مقادیر با پایدار مقید انتقال چگالی یک تا داد تغییر کمی را ۵ . ۴ الگوریتم می توان نباشد، برقرار نیز
با ∂Brn(ξ۰) (ξ۰) و ∂Ban(x۰) (x۰) روی به ترتیب را Rn(·, ξ۰) و An(x۰·) تعریف است کافی کار، این برای
را ١٢ . ۴ نکتۀ کنیم. تعریف دیگری طریق به دیگر) روشی (یا کره ها این نقاط روی لغت نامه ای ترتیب از استفاده

ببینید.
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پایدار تخصیص های ١ . ۵

مقادیر جا همه ⊗φ)-تقریباً ψ) که وزن دار انتقال چگالی یک باشد، ساده شمارشی اندازۀ یک ψ اگر .۶ . ۵ گزاره
تخصیص ساختن برای الگوریتمی زیر حالات در ،۵ . ۵ نکتۀ طبق پس می کند. مشخص را تخصیص یک بگیرد {۰,۱}

کرده ایم. ارائه پایدار

باشد، ساده شمارشی اندازۀ یک ψ و باشد اتم بدون φ که وقتی •

باشند. ساده شمارشی اندازه های دو هر ψ و φ که وقتی •

همۀ توسط x مکان یک اگر که کنیم عمل صورت این به باید پایدار تخصیص کردن مشخص برای فوق، گزارۀ در
ببینید. را ۴ . ٣ الگوریتم .τ(x) =∞ دهیم قرار شود، رد مرکزها

می توانیم باشد، گسسته محمل با اندازه یک ψ =
∑∞

i=۱wiδξi و باشد اتم بدون φ که حالتی در .٧ . ۵ نکته
انتقال هسته های به را خود کار این برای آوریم. دست به پایدار تخصیص یک تا دهیم تغییر کمی را ۵ . ۴ الگوریتم
معادلا است. یکسان ψ محمل با آن محمل که است شمارشی ای اندازۀ ψ̄ =

∑
i δξi که می کنیم محدود ψ̄-مقید

تغییر مشابه طور به را An و an توابع هم چنین می کنیم. تعریف f(x, ξi) ≤ ۱
wi

صورت به را مقید انتقال چگالی
چگالی یک الگوریتم حاصل صورت این در گرفت). خواهد {۰, ۱

wi
} مقادیر جا همه تقریباً An(·, ξi)) می دهیم

می کند. مشخص را تخصیص یک و fs(·, ξi) ∈ {۰, wi} که خاصیت این با است وزن دار انتقال

می آوریم. دست به را زیر قضیۀ فوق نکتۀ از

تصادفی اندازۀ یک Ψ و اتم بدون تصادفی اندازۀ یک Φ همیشه تقریباً کنید فرض ،٩ . ۴ قضیۀ شرایط با .٨ . ۵ قضیه
بسازد. پایدار (Φ,Ψ)-موازنه گر تخصیص یک همیشه تقریباً که داد ارائه الگوریتمی می توان باشد. گسسته محمل با

کلی حالت در پایدار تخصیص وجود بررسی ١ . ٢ . ۵

باشند. دلخواه اندازۀ دو φ, ψ ∈M کنید فرض

که باشد موجود A بورل مجموعۀ .٩ . ۵ فرض

ψ(Ac) = ۰, φ|A ≤ ψ.

باشند. دلخواه اندازۀ دو φ, ψ ∈M کنید فرض .١٠ . ۵ گزاره

τ پایدار تخصیص هر برای واقع، در است. ψ و φ بین پایدار تخصیص وجود برای لازم شرط یک ٩ . ۵ فرض آ .
است. همانی τ |A و است متمرکز A روی ψ که دارد وجود A بورل مجموعۀ ،ψ و φ بین

ψ− φ|A و ( φ|Ac همان (یعنی φ− φ|A بین پایدار تخصیص یک τ۰ اگر ،٩ . ۵ فرض شرایط با عکس، به ب.
است. ψ و φ بین پایدار تخصیص یک زیر تخصیص آن گاه است، ψ− φ|A محمل زیرمجموعۀ آن برد که باشد

τ(x) :=

{
x, x ∈ A
τ۰(x) x ̸∈ A .
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ندارد. وجود پایدار تخصیص بنابراین و نیست برقرار ٩ . ۵ فرض که می دهد نشان را حالتی ۴١ . ۴ مثال

باشد. ψ و φ بین پایدار تخصیص یک τ کنید فرض کنیم. ثابت را قسمت این دوم حکم است کافی (آ ). اثبات.
نشده اشباع مراکز مجموعۀ با τ برد اجتماع را A .τ∗(φ|D) ≤ ψ بنابراین و است شبه موازنه گر τ تعریف، طبق
است. متمرکز A روی ψ پس هستند. صفر با متحد Ac روی ψ − τ∗(φ|D) و τ∗(φ|D) که کنید توجه بگیرید.
توجه با هم چنین می خواهد. را a مرکز a مکان صورت این در .τ(a) ̸= a باشیم داشته a ∈ A ازای به کنید فرض

است. تناقض یک این و می خواهد را a مکان نیز a مرکز است، نشده اشباع یا و است τ برد در یا a که این به
این از .τ∗(φ) = τ۰∗(φ − φ|A) + φ|A بنابراین است. متمرکز Ac روی φ − φ|A که کنید توجه (ب).
است. شبه موازنه گر ψ و φ برای نیز τ که می شود نتیجه است شبه موازنه گر ψ − φ|A و φ − φ|A برای τ۰ که
در که صورتی در A درون مرکز هر علاوه، به نمی خواهند. را مرکزی هیچ A درون مکان های از یک هیچ هم چنین
نمی خواهد را مکانی هیچ و است شده اشباع نباشد)، ψ − φ|A برای مرکز یک (یعنی نباشد ψ − φ|A محمل

است). ψ − φ|A محمل زیرمجموعۀ τ۰ برد که می کنیم استفاده جزئی فرض این از اینجا (در
یک ξ۰ گفتیم آنچه طبق بنابراین .(τ گرفتن نظر در (با بخواهند را یکدیگر ξ۰ مرکز و x۰ مکان کنید فرض
را ξ۰ نیز τ۰ گرفتن نظر در با x۰ مکان .τ۰(x۰) = τ(x۰) ̸= ξ۰ و x۰ ̸∈ A هست، نیز ψ − φ|A برای مرکز
محمل (زیرا است نشده اشباع نیز τ۰ گرفتن نظر در با آن گاه باشد، نشده اشباع τ گرفتن نظر در با ξ۰ اگر می خواهد.
است. متناقض τ۰ پایداری با موضوع این است). ψ − τ∗(φ) محمل با برابر (ψ − φ|A) − τ۰∗(φ − φ|A)
باید .|x۱ − ξ۰| > |x۰ − ξ۰| و τ(x۱) = ξ۰ که است موجود x۱ مکان یعنی است؛ برقرار دیگر حالت بنابراین
این که می خواهد را x۰ مکان نیز τ۰ گرفتن نظر در با ξ۰ مرکز که می شود نتیجه سادگی به .x۱ ̸∈ A باشیم داشته

است. تناقض یک

٩ . ۵ فرض که می کنیم محدود حالتی به را خود پایدار تخصیص جستجوی برای فوق، گزارۀ به توجه با .١١ . ۵ نکته
به نسبت ψ و φ کنیم فرض است کافی ،ψ و φ جای به ψ − φ|A و φ− φ|A کردن جایگزین با باشد. برقرار

.A روی ψ و است متمرکز Ac روی φ که است موجود A مجموعۀ یعنی هستند؛ تکین هم

می رسانیم. پایان به باز مسئلۀ چند با را بخش این

صفر اندازۀ -بعدی (d−۱) لیپشیتز٢ رویۀ هر به هرگاه می نامیم پیوسته١ شبه را Rd روی φ اندازۀ .١٢ . ۵ تعریف
دهد. نسبت

است. پیوسته شبه باشد، پیوسته مطلقاً لبگ اندازۀ به نسبت که اندازه ای هر مثال عنوان به

برقرار ٩ . ۵ فرض و باشد پیوسته شبه φ که طوری به باشند Rd روی اندازه دو ψ و φ کنید فرض .١٣ . ۵ باز مسئلۀ
دارد؟ وجود ψ و φ برای پایدار تخصیص یک آیا باشد.

١�Semi-continuous
٢Lipschitz
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بررسی کامل طور به هنوز را روش این اما داد، پاسخ مسئله این به پاسخ یک بتوان ۴۵ . ۴ مثال ایدۀ با است ممکن
نکرده ایم.

عدم صورت (در کرد انتخاب طوری بتوان را پایدار تخصیص یک و باشد مثبت فوق مسئلۀ پاسخ که صورتی در
مسائل به می توان ٣ . ۵ قضیۀ طبق آن گاه باشد، داشته بستگی (φ, ψ) به هم ورد و اندازه پذیر صورت به که یکتایی)

داد. پاسخ باشد برقرار ٩ . ۵ فرض شرایط که حالتی در نیز زیر

شبه پیوسته همیشه تقریباً Φ و باشند برابر شدت با ارگودیک تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .١۴ . ۵ باز مسئلۀ
دارد؟ وجود هم ورد (Φ,Ψ)-موازنه گر تخصیص یک آیا باشد.

می انجامد. زیر مسئلۀ حل به فوق مسئلۀ به مثبت پاسخ

دارد؟ وجود تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک Ψ ناصفر ارگودیک تصادفی اندازۀ هر برای آیا .١۵ . ۵ باز مسئلۀ

اضافۀ نقطۀ الگوی و پایدار تخصیص ١۵ . ۵ و ١۴ . ۵ مسائل در ،٩ . ۵ فرض بدون ،١٠ . ۵ گزارۀ طبق .١۶ . ۵ نکته
باشد. داشته وجود پایدار غیر موازنه گر اضافۀ نقطۀ الگوی و تخصیص است ممکن هم چنان اما ندارد، وجود پایدار

وجود هم ورد پایدار تخصیص لزوماً شرط این بدون که است این بودن شبه پیوسته شرط انتخاب علت .١٧ . ۵ نکته
می شود ظاهر نیز بهینه٣ انتقال نظریۀ در شرط این می شود. دیده ۴٣ . ۴ و ۴٢ . ۴ مثال های در که طور همان ندارد،
φ کرد فرض ١٣ . ۵ مسئلۀ در می توان ضعیف تر، مسئله ای عنوان به باشد. تخصیص یک بهینه انتقال که این برای

باشد. پیوسته لبگ اندازۀ به نسبت

تخصیص مسئلۀ و کمکی نقطه ایِ فرآیند ٢ . ۵

اما است، نشده حل کامل طور به مسئله هرچند می گیریم۴. پیش در ١۴ . ۵ مسئلۀ حل برای را روشی بخش این در
است. زیر صورت به ایده خلاصۀ می انجامد. مسئله آن حل به ٢٢ . ۵ باز مسئلۀ حل که داد خواهد نشان ١٨ . ۵ قضیۀ
Ψ و Φ روی از بتوانیم کنید فرض باشند. ١۴ . ۵ مسئلۀ شرایط با ارگودیک تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض
هم ورد تخصیص یک حال .٢٢ . ۵ باز مسئلۀ از استفاده با مثلا آوریم؛ دست به Π مانند پایا سادۀ نقطه ای فرآیند یک
برای سپس می گیریم. نظر در را T مانند (Π,Ψ)-موازنه گر هم ورد انتقال هستۀ یک و τ مانند (Φ,Π)-موازنه گر
بهینه جرم انتقال از استفاده با است، متناهی آن ها کل اندازۀ که ،T (a, ·) و Φ|τ−۱(a) اندازۀ دو بین ،a ∈ Π هر

آمد. خواهد به دست (Φ,Ψ)-موازنه گر هم ورد تخصیص یک صورت این به می یابیم. موازنه گر تخصیص یک

است شبه پیوسته همیشه تقریباً Φ کنید فرض باشند. Rd روی تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .١٨ . ۵ قضیه
دارند. برابر نمونه ای شدت همیشه تقریباً Ψ و Φ علاوه، به و

٣Optimal transport
می کنم. تشکر روش این اولیۀ ایدۀ برای لست گانتر ۴از
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وجود هم ورد تخصیص یک آن گاه باشد، داشته وجود پایا سادۀ نقطه ای فرآیند یک احتمال فضای همان روی اگر آ .
صورت به مذکور خاصیت با تخصیص یک می توان علاوه، به است. (Φ,Ψ)-موازنه گر همیشه تقریباً که دارد

گرفت. نظر در مفروض اندازۀ سه از هم ورد و اندازه پذیر تابع یک

پاسخ صورت این در یعنی است؛ برقرار قبل قسمت حکم نیز باشد مثبت ٢٢ . ۵ مسئلۀ پاسخ که صورتی در ب.
است. مثبت ١۴ . ۵ مسئلۀ

می آوریم. دست به را زیر قضایای فوراً آن، اثبات و فوق قضیۀ به توجه با

است شبه پیوسته همیشه تقریباً Φ کنید فرض باشند. Rd روی تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض .١٩ . ۵ قضیه
تخصیص یک نمونه، فضای گسترش با صورت این در دارند. برابر نمونه ای شدت همیشه تقریباً Ψ و Φ علاوه، به و

نیست). Ψ و Φ از تابعی لزوماً (اما است (Φ,Ψ)-موازنه گر همیشه تقریباً که دارد وجود تصادفی

به است. مثبت نیز ١۵ . ۵ و ١۴ . ۵ مسئله های پاسخ باشد، مثبت ٢٢ . ۵ مسئلۀ پاسخ که صورتی در .٢٠ . ۵ قضیه
لازم نکته این ذکر البته داد. ارائه موازنه گر هم ورد تخصیص ارائۀ برای ساختنی روشی می توان مسئله ها این در علاوه،

می شود. استفاده فشرده محمل با متناهی اندازه های بین بهینه انتقال از نظر، مورد ساختنی روش در که است

می شود. تعریف زیر صورت به φ ناوردا۵ی جهت های زیرفضای ،Rd روی φ اندازۀ برای .٢١ . ۵ تعریف

V := {v ∈ Rd : θtvφ = φ, ∀t ∈ R}.

است. Rd برداری زیرفضای یک همیشه ناوردا جهت های زیرفضای

مجموعۀ باشد، {۰} با برابر φ ناوردای جهت های زیرفضای که طوری به φ ∈ M هر برای .٢٢ . ۵ باز مسئلۀ
باشد. داشته بستگی φ به هم ورد و اندازه پذیر صورت به که طوری به ساخت می توان را S ⊆ Rd ناتهی گسستۀ

ساخته مجموعۀ زیرا است، لازم باشد بدیهی ناوردا جهت های زیرفضای که شرط این فوق مسئلۀ در که کنید توجه
شود. ساخته هم ورد طریق به باید شده

هستند ارگودیک اندازه ها کنیم فرض است کافی (٢ . ٢٨ (نتیجۀ ارگودیک تجزیۀ قضیۀ طبق .١٨ . ۵ قضیۀ اثبات
می شود تعریف اندازه دو تحقق های از تابعی صورت به اثبات این در شده تعریف تخصیص نهایت، در که کنید (توجه
که ،Ψ و Φ شدت می شود). استفاده ٢ . ٢٨ نتیجۀ از آن بودن موازنه گر و بودن تعریف خوش اثبات برای تنها و

بنامید. λ را برابرند،
Φ جای به λ′

λ
Ψ و λ′

λ
Φ اندازه های گرفتن نظر در با .λ′ را آن شدت و بنامید Π را مفروض نقطه ای فرآیند (آ ).

هم ورد تخصیص یک ۶ . ۵ گزارۀ طبق .λ′ = λ کنیم فرض ابتدا از می توانیم مسئله کلیت از شدن کم بدون ،Ψ و

۵�Subspace of invariant directions
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برای مکان- بهینه انتقال چگالی با متناظر انتقال هستۀ نیز را T می نامیم. τ را آن که دارد وجود (Φ,Π)-موازنه گر
خواص که بگیرید دلخواهی عضو را ω ∈ Ω ادامه، در است. (Π,Ψ)-موازنه گر همیشه تقریباً که بگیرید، Ψ و Π

باشد. برقرار Ψω و Πω ،Φω برای فوق موازنه
از (آ ) قسمت طبق و هستند احتمال اندازۀ T (a, ·) و Φω|τ−۱(a) اندازه های بگیرید. دلخواه را a ∈ Πω نقطۀ
انتقال که دارد وجود یکتایی تخصیص ،[٢٠] از ١٠ . ٢٨ قضیۀ طبق پس هستند. فشرده محمل دارای ٢٩ . ۴ قضیۀ
مانند می کنیم، فرض معلوم را آن که مناسب هزینۀ تابع یک (برای میکند فراهم را اندازه دو این بین بهینه جرم
بچسبانیم، هم به را آن ها و بگیریم نظر در را تخصیص ها این a ∈ Πω همۀ برای اگر .(c(x, y) := |x− y|۲

(Φω,Ψω) به هم ورد و اندازه پذیر صورت به تخصیص این می آید. دست به Ψω و Φω بین موازنه گر تخصیص یک
میشود. ثابت حکم و دارد بستگی

زیرفضای اشتراک را V بگیرید. نظر در V روی قائم تصویر تابع را πV ،V ⊆ Rd زیرفضای یک برای (ب).
W و V بودن، ارگودیک به توجه با .V متعامد و مکمل زیرفضای را W و بگیرید Ψ و Φ ناوردای جهت های
را آن ها که می کند ایجاد W روی پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ اندازه های ،V تعریف طبق هستند. تصادفی غیر
و است V در واحد مکعب یک C۰ آن در که Φ′(B) := Φ(B ×W C۰) دقیق تر، طور به می نامیم؛ Ψ′ و Φ′

Ψ و Φ شدت با آن ها شدت و هستند ارگودیک Ψ′ و Φ′ اندازۀ دو .B ×W C۰ := π−۱
W (B) ∩ π−۱

V (C۰)

اندازۀ دو برای را مسئله حکم شرایط که باشیم داشته Ψ′ و Φ′ بین τ ′ موازنه گر تخصیص یک کنید فرض برابرند.
.τ(v + w) := v + τ ′(w) کنید تعریف w ∈ W و v ∈ V هر برای صورت این در باشد. داشته Ψ′ و Φ′

بنابراین دارد. را مسئله حکم شرایط که بود خواهد Ψ و Φ بین موازنه گر تخصیص یک τ که می شود دیده سادگی به
.V = {۰} کرد فرض ابتدا از می توان کار، این برای بسازیم. را τ ′ تخصیص کافی است

V۱ را Ψ و Φ ناوردای جهت های زیرفضاهای .V = {۰} کنید فرض کلیت از شدن کم بدون گفتیم، آن چه طبق
متعامد و مکمل زیرفضاهای .V۱ ∩ V۲ = {۰} هم چنین هستند. تصادفی غیر بودن ارگودیک طبق که بنامید V۲ و
بنامید. Ψ′ و Φ′ را فوق مانند W۲ و W۱ روی شده القا اندازه های و بنامید W۲ و W۱ ترتیب به را V۲ و V۱

فرآیند دو کرده ایم، فرض را آن درستی که ٢٢ . ۵ مسئلۀ طبق پس اند. بدیهی Ψ′ و Φ′ ناوردای جهت های زیرفضای
Π۱ روی از هستند. Ψ′ و Φ′ از اندازه پذیر و هم ورد تابعی که دارند وجود W۲ و W۱ روی Π۲ و Π۱ پایای نقطه ای

ساخت. خواهیم زیر شرح به Rd از گسسته زیرمجموعۀ یک Π۲ و
d(w۱, w۲) با را π−۱

W۲
(w۲) و π−۱

W۱
(w۱) آفین زیرفضای دو نقاط فاصلۀ کم ترین ،w۲ ∈ Π۲ w۱و ∈ Π۱ برای

فرض طبق که کنید (توجه دهید نشان X(w۱, w۲) با را دوم زیرفضای به اول زیرفضای نقطۀ نزدیک ترین و
w۲ , w۱ نقطۀ زوج که بگیرید طبیعی عدد کوچک ترین را N هستند). تعریف خوش موارد این ،V۱ ∩V۲ = {۰}

کنید تعریف .d(w۱, w۲) < N که باشد داشته وجود فوق مانند

Π := {X(w۱, w۲) : w۱ ∈ Π۱, w۲ ∈ Π۲, d(w۱, w۲) < N}.

است. Ψ و Φ از اندازه پذیر و هم ورد تابعی و است Rd از ناتهی گسستۀ زیرمجموعۀ یک Π که می شود دیده سادگی به
می شود. نتیجه قضیه همین از (آ ) قسمت از مسئله حکم حال
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موازنه گر تخصیص ساختن ۵ فصل

حال بگیرید. نظر در Rd روی Ψ و Φ از مستقل نقطه ای فرآیند یک نمونه، فضای گسترش با .١٩ . ۵ قضیۀ اثبات
است. ١٨ . ۵ قضیۀ از مستقیمی نتیجۀ حکم

١٨ . ۵ قضیۀ از (ب) قسمت از هم ورد موازنه گر تخصیص وجود ،٢٢ . ۵ مسئلۀ درستی فرض با .٢٠ . ۵ قضیۀ اثبات
اندازه های برای بهینه انتقال از که کرده ایم ارائه ساختنی روش یک ١٨ . ۵ قضیۀ اثبات در هم چنین می شود. نتیجه

است. کرده استفاده فشرده محمل با متناهی

بعدی یک فضای در راست از پایدار تخصیص ساختن ٣ . ۵

است. شده داده توضیح ۴ . ٣ بخش در که هستند [١٢] از ٧ و ۵ فصل های مطالب از تعمیمی بخش این مطالب
هم به نسبت اندازه دو نیست لازم که این یکی هستند. [١٢] تعمیم جهت دو از مطالب این گفتیم، که طور همان
برای باشند. R روی اندازه دو ψ و φ کنید فرض باشد. داشته اتم می تواند دوم اندازۀ که این دیگر و باشند تکین

کنید تعریف x ∈ Rd

τ(x) := inf{ξ ≥ x : φ([x, ξ]) ≤ ψ([x, ξ])}. (١ . ۵)

ثابت را آن بخش آخر در که است زیر قضیۀ بخش این قضیۀ مهم ترین .inf ∅ = +∞ می کنیم قرارداد رابطه این در
مشابه مسئله ای هم چنین می دهد. ارائه خاص حالتی در را ١۵ . ۵ و ١۴ . ۵ باز مسائل از پاسخی قضیه این می کنیم.

می کند. حل یک بعدی حالت در را راست، از پایداری مورد در ،١٣ . ۵ مسئلۀ

طوری به باشند برابر نمونه ای شدت با پایا تصادفی اندازۀ دو Ψ و Φ کنید فرض بعدی، یک حالت در .٢٣ . ۵ قضیه
داشت خواهیم صورت این در است. اتم بدون Φ علاوه به و است برقرار ٩ . ۵ فرض که

است. (Φ,Ψ)-موازنه گر تخصیص یک همیشه تقریباً (١ . ۵) توسط شده ساخته تخصیص آ .

Φ برای (٢٧ . ۵ (تعریف راست از پایدار تخصیص یک همیشه تقریباً که باشد هم ورد تصادفی تابع یک τ ′ اگر ب.
است. برقرار نیز τ ′ برای قبل قسمت حکم آن گاه است، Ψ و

می آید. دست به تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یک ٩ . ۵ فرض با ،Φ = λΨLd که حالتی در خاص، طور به

الگوی و راست از پایدار موازنه گر تخصیص وجود برای ٩ . ۵ فرض ،١٠ . ۵ گزارۀ مشابه که کنید توجه .٢۴ . ۵ نکته
وجود هم وردی موازنه گر تخصیص است ممکن هم چنان البته، است. لازم راست از پایدار تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ
تصادفی غیر اضافۀ نقطۀ الگوی یافتن برای هم چنین ببینید). را ۴١ . ۴ (مثال نباشد راست از پایدار که باشد داشته
مجموعۀ یک که معنی این به باشد؛ صفر با متحد زیادی جاهای باید Ψ که می کند ایجاب ٩ . ۵ فرض ،Ψ برای پایدار

نیست). کافی شرط این (البته باشد صفر آن به Ψ تحدید که باشد داشته وجود مثبت شدت با تصادفی

می کنیم. بیان را بخش این دیگر مهم قضیۀ (٢٧ . ۵ (تعریف راست از پایداری تعریف از پیش
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بعدی یک فضای در راست از پایدار تخصیص ساختن ٣ . ۵

و باشد اتم بدون φ که صورتی در باشند. شده داده φ, ψ ∈ M کنید فرض بعدی، یک حالت در .٢۵ . ۵ قضیه
(طبق راست از پایدار و موازنه گر شبه تخصیص یک (١ . ۵) در شده ساخته τ تخصیص باشد، برقرار ٩ . ۵ فرض

دارد. بستگی ψ و φ به هم ورد و اندازه پذیر طور به τ علاوه، به است. ψ و φ برای (٢٧ . ۵ تعریف

میکنند صدق ٢٩ . ۵ فرض در lν و l۰ احتمال اندازه های باشد. R روی احتمال اندازۀ یک ν کنید فرض .٢۶ . ۵ نکته
٢٣ . ۵ قضیۀ از ،[١٢] از ۴ . ١ قضیۀ مشابه هستند. تکین هم به نسبت اندازه دو این ν({۰}) = ۰ که حالتی در و
این [١٢] مشابه باید کار این برای البته نیست. لازم ν({۰}) = ۰ فرض [١٢] از ۴ . ١ قضیۀ در که میشود نتیجه

ببینید). را ۴ . ٣ (بخش کنیم ثابت است سیگما-متناهی اندازۀ یک P که حالتی در را نتایج

(٢ . ۵ (تعریف پایدار تخصیص تعریف مشابه که می کنیم تعریف را بعدی یک فضای در راست از پایدار تخصیص حال
چپ سمت مکان های تنها مرکز هر و می خواهد را خود راست سمت مرکزهای تنها مکان هر که تفاوت این با است،

را. خود

باشد موازنه گر شبه تخصیص یک τ و باشند شده داده φ, ψ ∈M کنید فرض بعدی، یک فضای در .٢٧ . ۵ تعریف
هرگاه است راضی x۰ ∈ D مکان می گوییم ،τ دانستن فرض با .τ(x) ≥ x باشیم داشته و (٢ . ۵ تعریف (طبق
اشباع شده را ξ۰ مرکز نداریم). کاری D خارج مکان های (با τ(x۰) =∞ هرگاه است ناراضی و τ(x۰) ̸=∞
ξ۰ ≥ x۰ اولا هرگاه می خواهد را ξ۰ مرکز x۰ مکان می گوییم نباشد. ψ− τ∗(φ|D) اندازۀ محمل در هرگاه می گوییم
ثانیاً ، x۰ ≤ ξ۰ اولا هرگاه می خواهد را x۰ مکان ξ۰ مرکز می گوییم .τ(x۰) > ξ۰ یا و باشد ناراضی x۰ یا ثانیاً و
τ می گوییم .x۱ < x۰ و τ(x۱) = ξ۰ که باشد موجود x۱ مکان یا و باشد نشده اشباع ξ۰ یا ثالثاً و τ(x۰) ̸= ξ۰

بخواهند. را یکدیگر دو هر که نباشد موجود (x۰, ξ۰) زوج هیچ هرگاه است راست۶ از پایدار

می کنیم. تعریف قضیه ها اثبات از پیش

f(t) :=

{
φ([۰, t))− ψ([۰, t)), t ≥ ۰
ψ([t, ۰))− φ([t, ۰)), t < ۰

داریم t ≥ s برای که این به توجه با

f(t)− f(s) = φ([s, t))− ψ([s, t)),

با است معادل (١ . ۵) در τ تعریف

τ(x) = inf{ξ ≥ x : f+(ξ) ≤ f(x)} (٢ . ۵)

که می بینیم راحتی به .f+(ξ) = φ([۰, ξ]) − ψ([۰, ξ]) یعنی است؛ ξ نقطۀ در f راست حد f+(ξ) آن در که
هستند. ψ اتم های همان f ناپیوستگی نقاط است. بالا از نیم پیوسته و پیوسته چپ از f

۶�Right-stable
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موازنه گر تخصیص ساختن ۵ فصل

.f(ξn) < f(ξ) که دارد وجود ξn ↓ ξ دنبالۀ ،ξ نقطۀ هر ψ-تقریباً برای .٢٨ . ۵ لم

کنید. تعریف اتم ها حذف با ψ از حاصل اندازۀ را ψ′ است. واضح حکم باشد ψ اتم یک ξ اگر که کنید توجه اثبات.
حکم است کافی هم چنین و می کنند صدق (٩ . ۵) فرض در نیز ψ′ − φ|A و φ− φ|A که می شود دیده سادگی به
همان مطلوب ادعای هستند، تکین هم به نسبت اندازه دو این که این به توجه با کنیم. ثابت اندازه دو این برای را

می کنیم. نظر صرف آن اثبات تکرار از که است [١٢] در ٣ . ۵ لم دوم قسمت

داریم ،٢٨ . ۵ لم طبق
τ(x) = x, ψ − a.e.

از دهیم، قرار را {x : τ(x) = x} مجموعه با A اشتراک ،A جای به اگر بالا، رابطۀ طبق .٢۵ . ۵ قضیۀ اثبات
و φ جای به ψ − φ|A و φ − φ|A جایگذاری با هم چنین، است. همانی A روی τ کنیم فرض می توانیم ابتدا
بدون بعد به این از پس نمی کند. تغییر نیز ٢۵ . ۵ قضیۀ حکم ١٠ . ۵ گزارۀ مشابه و نمی کنند تغییر f و τ توابع ،ψ
٣٣ . ۵ لم و ٣٢ . ۵ نتیجۀ از مستقیمی نتیجۀ قضیه ادعای حال می کنیم. فرض را ٢٩ . ۵ شرط مسئله کلیت از شدن کم

میکنیم. ثابت ادامه در که است

است. متمرکز Ac روی φ و است متمرکز A روی ψ هستند. تکین هم به نسبت ψ و φ اندازۀ دو .٢٩ . ۵ فرض

.τ(y) ≤ τ(x) آن گاه x < y < τ(x) اگر .٣٠ . ۵ لم

ثابت هنوز (البته است راضی هم y آن گاه ،x < y < τ(x) و (τ(x) <∞ (یعنی باشد راضی x اگر نتیجه در
مکانی دو هیچ یعنی است؛ جابجایی٧ تحت پایدار τ که است این لم این تعبیر است). موازنه گر شبه τ که نکرده ایم
که است مفید تصور این هم چنین کنند. عوض هم با را آنها به τ توسط شده داده تخصیص مقادیر نمی دهند ترجیح

هستند. نامتقاطع [x, τ(x)] قطر به دوایر

φ([x, τ(x)]) ≤ داریم τ(x) تعریف طبق صورت، این غیر در نداریم. اثبات برای چیزی τ(x) =∞ اگر اثبات.
τ(y) تعریف از حکم و φ([y, τ(x)] < ψ([y, τ(x)]) بنابراین .φ([x, y) > ψ([x, y)) و ψ([x, τ(x)])

می شود. نتیجه

باشد. (a, b) بازۀ در بورل مجموعۀ یک B کنید فرض .٣١ . ۵ لم

داریم آ .
φ(τ−۱(B) ∩ (a, b)) ≤ ψ(B).

صورت این در .τ(a) ≥ b وقتی مثال عنوان به f؛ ≥ f(a) باشیم داشته (a, b) بازۀ روی کنید فرض ب.
و τ−۱(B) ⊆ (a, b)

φ(τ−۱(B)) = ψ(B)
٧Exchange stable
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بعدی یک فضای در راست از پایدار تخصیص ساختن ٣ . ۵

موازنه گر شبه τ که نکرده ایم ثابت هنوز (البته شده اند اشباع (a, b) بازۀ مراکز همۀ دوم حالت در دیگر، عبارت به
است).

می کنیم. ثابت هم با را لم قسمت دو هر می شود. نتیجه τ تعریف از τ−۱(B) ⊆ (a, b) حکم دوم، حالت در اثبات.
می کنیم تعریف

m(t) := inf{f(s) : s ∈ [t, b]}.

پیوسته m است، بالا از نیم پوسته f که این به توجه با کنیم. تحدید [a, b) بازۀ به را چیز همه است کافی لم این برای
پیوسته، راست از تابعی f+ −m و است نامنفی و بالا از نیم پیوسته پیوسته، چپ از تابعی f −m حال است.
است باز مجموعۀ یک f+−m > ۰ که نقاطی مجموعۀ که میشود دیده سادگی به است. نامنفی و بالا از نیم پیوسته
که داریم خوب بازۀ هر انتهای دو در پس بنامید. خوب بازه های را بازه ها این است. بازه شمارا اجتماع بنابراین و
حالت در هم چنین .f+(a) ≥ m(a) داریم که a نقطۀ در و f+(b) ≤ m(b) داریم که b نقطۀ در مگر +f؛ = m

.f+(a) = m(a) داریم لم دوم
نقطۀ آن گاه ،m(t) < m(b′) مثلا اگر زیرا است؛ ثابت m بازه این در باشد. خوب بازۀ یک (a′, b′) کنید فرض
تناقض که f+(t′) = m(t′) داریم نقطه این ازای به و m(t′) = m(t) که دارد وجود بازه این در t′ ماکسیمال
داریم بازه این روی که میگیریم نتیجه می دهد) رخ تساوی b′ ̸= b ازای (به f+(b′) ≤ m(b′) از بنابراین است.

.τ ≤ b′ داریم بازه این روی ،(٢ . ۵) طبق بنابراین .f+ > f+(b′)

φ((a′, b′]) = که می گیریم نتیجه f+(a′) = f+(b′) به توجه با پس .b′ ̸= b و a′ ̸= a کنید فرض ابتدا
نتیجه f+(a′)و = f(b) بنابراین و f(b) = m(b) داریم .b′ = b اما a′ ̸= a کنید فرض حال .ψ((a′, b′])
f+(a) = m(a) داریم لم دوم حالت در .a = a′ کنید فرض نهایت در .φ((a′, b)) = ψ((a′, b)) میگیریم
نتیجه b′ ̸= b که صورتی در قبل، مشابه .f+(a) > m(a) کنید فرض پس است. برقرار قبل روابط همان و
φ((a, b)) = می گیریم نتیجه b′ = b که صورتی در و φ((a, b′]) = ψ((a, b′]) + f+(a)−m(a) می گیریم

.ψ((a, b)) + f+(a)−m(a)

داریم است، خوب بازۀ یک (a′, b′) که باشد (a′, b′] شکل به بازه های تمام اجتماع C اگر قبل، بند طبق
بنابراین و f+(t) = m(t) داریم .t ∈ Cc کنید فرض حال .φ(C\{b}) = ψ(C\{b}) + f+(a)−m(a)

بازهای در f+ یا و باشد ψ از اتمی t که صورتی (در τ(t) = t یا بنابراین .f+ ≥ f+(t) داریم [t, b) بازۀ روی
می آوریم به دست رابطه، این از استفاده با صورت). این غیر (در τ(t) ≥ b یا و باشد) ثابت [t, t + ϵ] شکل به
به روابط این از .ψ(Cc) = ۰ می آوریم دست به ٢٨ . ۵ لم طبق هم چنین، .φ({t ∈ Cc : τ(t) = t}) = ۰

می آوریم دست

φ(τ−۱((a, b)) ∩ (a, b)) = ψ((a, b)) + f+(a)−m(a). (٣ . ۵)

بازه های برای کرده ایم ثابت کنون تا چه آن کنیم. ثابت B := [c, d) ⊆ (a, b) ازای به را حکم است کافی حال
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می آوریم به دست بازه دو این برای (٣ . ۵) طبق بنابراین است. معتبر نیز (a, d) و (a, c)

φ(τ−۱((a, d)) ∩ (a, b)) = ψ((a, d)) + f+(a)− inf{f(s) : s ∈ [t, d]},

φ(τ−۱((a, c)) ∩ (a, b)) = ψ((a, c)) + f+(a)− inf{f(s) : s ∈ [t, c]}.

می آوریم دست به لم دوم حالت در و φ(τ−۱(B) ∩ (a, b)) ≤ ψ(B) می شود نتیجه رابطه دو این تفاضل از
است. شده ثابت حکم پس .τ−۱(B) ⊆ (a, b) داشتیم حالت این در .φ(τ−۱(B) ∩ (a, b)) = ψ(B)

است. موازنه گر شبه تخصیص یک τ .٣٢ . ۵ نتیجه

شامل (a, b) بازۀ برای .φ(τ−۱(B)) ≤ ψ(B) داریم B کران دار بورل مجموعۀ هر ازای به است کافی اثبات.
می شود. نتیجه حکم صورت این به می دهیم. میل −∞ به را a و می کنیم استفاده ٣١ . ۵ لم از ،B

است. راست از پایدار τ .٣٣ . ۵ لم

یا نتیجه در بخواهد. را ξ ≥ x مرکز x مکان کنید فرض است. موازنه گر شبه τ ،٣٢ . ۵ نتیجۀ طبق اثبات.
٣١ . ۵ لم دوم قسمت طبق پس .τ(x) ≥ b که میشود یافت b > ξ حال، دو هر در .τ(x) =∞ یا و τ(x) > ξ

است. شده اشباع ξ پس است. صفر با متحد (x, b) بازۀ روی ψ − τ∗(φ) که می آوریم دست به (x, b) بازۀ برای
ثابت حکم و نمی خواهد را x مکان ξ مرکز تعریف، طبق بنابراین .τ−۱(ξ) ⊆ (x,∞) لم همان طبق هم چنین

میشود.

(١ . ۵) در شده ساخته تخصیص که این تضمین برای دارد وجود ساده ای شرط تصادفی، غیر حالت در .٣۴ . ۵ نکته
اندازه دو ψ و φ کنید فرض نیست. شده شناخته شرطی چنین که مکان -بهینه انتقال هستۀ خلاف بر باشد، موازنه گر
(١ . ۵) در شده ساخته تخصیص صورت این در است. اتم بدون φ علاوه به و است برقرار ٩ . ۵ فرض که باشند R روی

اگر تنها و اگر است موازنه گر

inf f = lim inft→∞ f(t) = lim inf
t→−∞

f(t),

sup f = lim supt→∞ f(t) = lim sup
t→−∞

f(t).

می کنیم. خودداری آن تکرار از و ۵ . ٢۵است قضیۀ مشابه موضوع این اثبات

فرض می توانیم ارگودیک، تجزیۀ قضیۀ طبق است. ١۶ . ۴ قضیۀ مشابه قضیه این اثبات ایدۀ .٢٣ . ۵ قضیۀ اثبات
مرکزهای مجموعۀ و A را نشده اشباع مکان های مجموعۀ هستند. برابر شدت دارای و هستند ارگودیک Ψ و Φ کنیم
صورت به τ(x) ̸= ∞ که حالتی در که بگیرید نظر در را T وزن دار انتقال هستۀ بنامید. B را نشده اشباع
τ که این به توجه با می شود. تعریف T (x, ·) := ۰ صورت به τ(x) = ∞ که حالتی در و T (x, ·) := δτ(x)

باشد. T دوگان که گرفت نظر در را T ∗ هم ورد وزن دار انتقال هستۀ می توان ١ . ٣٠ لم مشابه است، موازنه گر شبه
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بعدی یک فضای در راست از پایدار تخصیص ساختن ٣ . ۵

خواهیم ۰ < L(C) <∞ که C بورل مجموعۀ یک برای ،h = ۱ تابع برای (١ . ٣١ (قضیۀ جرم انتقال اصل طبق
داشت

PΦ[۰ ∈ Ac] = EΦ

[
T (۰,Rd)

]
= EΨ [T ∗(۰,R)]

=
۱

λL(C)
E
[∫

C

T ∗(ξ,R)Ψ(dξ)

]
=

۱

λL(C)
E
[
Φ(τ−۱(C))

]
(۴ . ۵)

شبه به توجه با که کنید توجه می شود. نتیجه T ∗ تعریف از آخر تساوی است. Ψ و Φ مشترک شدت λ آن در که
ابتدا می گیریم. نظر در حالت دو است. ۱

λL(C)
E [Ψ(C)] = ۱ با مساوی یا کم تر راست سمت ،τ بودن موازنه گر

داریم (۴ . ۵) طبق هم چنین .Φ(A) = ۰ همیشه تقریباً بنابراین .PΦ[۰ ∈ Ac] = ۱ کنید فرض

۱ =
۱

λL(C)
E
[
Φ(τ−۱(C))

]
≤ ۱

λL(C)
E [Ψ(C)] = ۱.

τ که می گیریم نتیجه ،C جای به گویا بازه های جایگذاری با .Φ(τ−۱(C)) = Ψ(C) همیشه تقریباً بنابراین
مثبت احتمال با نتیجه در .PΦ[۰ ∈ Ac] < ۱ کنید فرض دیگر، حالت در است. (Φ,Ψ)-موازنه گر همیشه تقریباً
هر به Φ|A همیشه تقریباً ۶ . ١ لم طبق پس می افتد. اتفاق این همیشه تقریباً بودن ارگودیک به توجه با .Φ(A) ̸= ۰

پس .E [Φ(τ−۱(C))] < E [Ψ(C)] می آورییم دست به (۴ . ۵) طبق هم چنین می دهد. نسبت بی نهایت نیم فضا
تقریباً اتفاق این بودن ارگودیک طبق .Ψ(B) > ۰ بنابراین و Φ(τ−۱(C)) < Ψ(C) داریم مثبتی احتمال با
پیشامدی حال می دهد. نسبت بی نهایت نیم فضا هر به Ψ|B همیشه تقریباً ۶ . ١ لم طبق بنابراین می دهد. رخ همیشه
بازۀ در بگیرید. نظر در دلخواه به را x ∈ A دهند. نسبت بی نهایت نیم فضا هر به Ψ|B و Φ|A که بگیرید نظر در را
پس است. نشده اشباع مرکز یک ξ و نشده اشباع مکان یک x حال دارد. وجود ξ مانند B عضو یک (x,∞)

است. متناقض (٢۵ . ۵ (قضیۀ τ پایداری با این و می خواهند را یکدیگر ξ و x
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۶ فصل

اندازه یک برای ورونوی انتقال هستۀ

برای ورونوی بندی سلول از تعمیمی که می کنیم ارائه را اندازه یک برای ورونوی انتقال هستۀ مفهوم فصل این در
تنهایی به اما می کنیم، استفاده ٢٩ . ۴ قضیۀ اثبات برای تنها مفهوم این از هرچند است. Rd گسستۀ زیرمجموعۀ یک

می کنیم. بررسی فصل این در را مفهوم این خواص برخی می رسد. نظر به مطالعه برای جالبی مفهوم

اولیه خواص و تعریف ١ . ۶

کنید تعریف x۰ ∈ Rd برای .ψ(Rd) ≥ ۱ که طوری به باشد Rd روی اندازه یک ψ کنید فرض .١ . ۶ تعریف

s(x۰) := sup{s : ψ(B◦
s (x۰)) < ۱} = inf{s ∈ R : ψ(Bs (x۰)) ≥ ۱}.

کنید تعریف x۰, ξ ∈ Rd برای

v(x۰, ξ) :=


۱, |x۰ − ξ| < s(x۰),
c, |x۰ − ξ| = s(x۰),
۰, |x۰ − ξ| > s(x۰),

ψ(∂Bs(x۰) (x۰)) که حالتی در .
∫
v(x۰, ξ)ψ(dξ) = ۱ باشیم داشته که طوری به است [۰,۱] در عددی c آن در که

به ترتیب را ψ برای ورونوی٢ انتقال هستۀ و ورونوی١ انتقال چگالی .c = ۰ می دهیم قرار باشد، صفر با برابر
برابر (ψ بودن معلوم (با ξ مرکز ورونوی٣ قلمرو می کنیم. تعریف V (x, ·) := v(x, ·)ψ انتقال هستۀ و v تابع

می شود. تعریف {x ∈ Rd : s(x) ≥ |x− ξ|} مجموعۀ با

با اندکی ورونوی قلمرو تعریف البته است. ۵ . ۴ الگوریتم در A۱ تابع همان ورونوی انتقال هستۀ که کنید توجه
۴ فصل نیازهای برای است. نیاز مورد ٢ . ۶ بخش در بیش تر تعریف این دارد. فرق انتقال چگالی یک قلمرو تعریف

کرد. استفاده نیز دیگر تعریف از می توان (۵ . ۶ (گزارۀ
١�Voronoi transport density
٢�Voronoi transport kernel
٣�Voronoi territory
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اندازه یک برای ورونوی انتقال هستۀ ۶ فصل

است. وزن بدون انتقال هستۀ یک واقعاً ورونوی انتقال هستۀ که می کند تضمین ψ(Rd) ≥ ۱ فرض .٢ . ۶ نکته
ورونوی سلول بندی همان ψ برای ورونوی قلمروهای آن گاه باشد، Ξ گسستۀ مجموعۀ روی شمارشی اندازۀ ψ اگر

است. ورونوی سلول بندی از تعمیمی ورونوی انتقال هستۀ مفهوم بنابراین می دهند. ارائه را Ξ برای

.ψ(B|x−ξ|−ϵ (x)) < ۱ باشیم داشته ϵ > ۰ هر برای اگر تنها و اگر است ξ مرکز ورونوی قلمرو در x نقطۀ .٣ . ۶ لم

می کنیم. نظر صرف آن آوردن از و است ساده لم این اثبات

نیست. محدب لزوماً اما است، ξ مرکز به ستاره وار و بسته مجموعۀ یک ξ مرکز ورونوی قلمرو .۴ . ۶ لم

قلمروهای برای مثالی عنوان به است. ستاره وار ξ ورونوی قلمرو که می شود دیده سادگی به ٣ . ۶ لم طبق اثبات.
صفحه در متساوی الاضلاع مثلث یک رئوس c و b ،a که ψ = ۱

۲(δa + δb+ δc) کنید فرض محدب، غیر ورونوی
بودن بسته ادامه در نیستند. bôc زاویۀ داخل که است نقاطی a ورونوی قلمرو باشد، مثلث این مرکز o اگر هستند.
برای .xi → x و i ∈ N برای xi ∈ C کنید فرض بنامید. C را ξ قلمرو می کنیم. ثابت را ورونوی قلمروهای
٣ . ۶ لم از حکم رابطه این به توجه با .B◦

|x−ξ|−ϵ (x) ⊆ B◦
|xi−ξ|− ϵ

۳
(xi) آن گاه ،|x− xi| < ϵ

۳ اگر ،ϵ > ۰ هر
می شود. نتیجه

هستند. کران دار ψ برای ورونوی قلمروهای تمام آن گاه دهد، نسبت بینهایت اندازۀ نیم فضا هر به ψ اگر .۵ . ۶ گزاره
قلمروهای همۀ همیشه تقریباً آن گاه است، ناصفر همیشه تقریباً که باشد پایا تصادفی اندازۀ یک Ψ اگر خاص، طور به

هستند. کران دار Ψ برای ورونوی

برای گزاره این که این به توجه با اما می آوریم، ادامه در که است ١٢ . ۶ گزارۀ از مستقیمی نتیجۀ گزاره این هرچند
می آوریم. مختصر صورت به جداگانه را آن اثبات است، کافی ۴ فصل اهداف

با l نیم خط ،۴ . ۶ لم به توجه با باشد. بی کران می نامیم، C را آن که ،ξ۰ ورونوی قلمرو کنید فرض .۵ . ۶ گزارۀ اثبات
.ψ(B◦

|x−ξ۰| (x)) ≤ ۱ داریم ٣ . ۶ نکتۀ طبق x ∈ l ازای به دارد. قرار C در کاملا که دارد وجود ξ۰ شروع نقطۀ
و است l بر عمود آن مرز که می آوریم به دست H نیم فضای یک x ∈ l تمام ازای به اجتماع گرفتن نظر در با
راحتی به ۶ . ١ لم از باشد، ناصفر همیشه تقریباً که Ψ تصادفی اندازۀ برای است. تناقض یک این .ψ(H) ≤ ۱

می شود. ثابت حکم و می دهد نسبت بی نهایت اندازۀ صفحه نیم هر به همیشه تقریباً Ψ که گرفت نتیجه می توان

پر تو چندوجهی ψ برای ورونوی قلمروهای همۀ آن گاه باشد، متمرکز گسسته مجموعۀ یک روی ψ اگر .۶ . ۶ لم
هستند.

A کنید فرض ،١ . ۶ تعریف نمادهای با باشد. {ξ۱, ξ۲, ξ۳, . . .} گسستۀ مجموعۀ ψ محمل کنید فرض اثبات.
،Ac همبندی مؤلفۀ هر در باشد. ψ اتم یک از بیش شامل ∂Bs(x) (x) که باشد x ∈ Rd مثل نقاطی مجموعۀ
داریم هستند. A به محدود ψ ورونوی قلمروهای همۀ بنابراین است. ثابت Bs(x) (x) عضو اتم های مجموعۀ
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اندازه یک ملایم محدب پوش ٢ . ۶

است ابرصفحه یک زیرمجموعۀ Ai,j هر .Ai,j := {x : {ξi, ξj} ⊆ ∂Bs(x) (x)} آن در که A ⊆ ∩i,jAi,j

ثابت است کافی ورونوی قلمروهای بودن بسته و ستاره وار به توجه با بنابراین .(ξj و ξi منصف عمود (ابرصفحۀ
بگیرید طوری را S فشردۀ مجموعۀ می کند. قطع را Ai,jها از متناهی تعداد تنها K ⊆ Rd فشردۀ مجموعۀ هر کنیم
x ∈ K ازای به B◦

s(x) (x) باز گوی های از یک هیچ است). بدیهی حکم ψ(Rd) = ۱ حالت (در ψ(S) > ۱ که
اگر حال دارد. بر در را باز گوی های این همۀ که دارد وجود T فشردۀ مجموعۀ بنابراین باشد. S شامل نمی تواند
و است متناهی زوج هایی چنین تعداد بنابراین دارند. قرار T در ξj و ξi آن گاه باشد، داشته اشتراک K با Ai,j

می شود. ثابت حکم

اندازه یک ملایم محدب پوش ٢ . ۶

می کنیم یادآوری می کنیم. بررسی را ψ برای ورونوی قلمرو یک بودن کران دار برای کافی و لازم شرط بخش این در
نقطه ای ξ اگر تنها و اگر است کران دار ξ ∈ Ξ نقطۀ با متناظر ورونوی سلول ،Ξ ⊆ Rd گسستۀ مجموعۀ برای که

می کنیم. بیان ١٢ . ۶ گزارۀ در را خاصیت این تعمیم باشد. Ξ محدب پوش درون از

ψ برای حامل۴ نیم فضای یک را H ⊆ Rd بستۀ نیم فضای باشد. Rd روی اندازه یک ψ کنید فرض .٧ . ۶ تعریف
محدب پوش .ψ(K) < ۱ باشیم داشته K ⊆ Hc فشردۀ زیرمجموعۀ هر برای و ψ(Hc) ≤ ۱ هرگاه می نامیم

است. ψ برای حامل نیم فضاهای تمام اشتراک ψ ملایم۵

کنیم. تصور راحت تر را ملایم محدب پوش تا می کنند کمک زیر مثال های

محدب پوش همان ψ ملایم محدب پوش آن گاه باشد، Ξ گسسته مجموعۀ یک روی شمارشی اندازۀ ψ اگر .٨ . ۶ مثال
است. Ξ

L(K) = ۱ که طوری به باشد فشرده محدب مجموعۀ Kیک ⊆ [a,∞)× R و a ≥ ۰ کنید فرض .٩ . ۶ مثال
محدب پوش حالت این در بنامید. ψ را K ∪ ((−∞, ۰]×R) به لبگ اندازۀ تحدید .K ∩ ({a}×R) ̸= ∅ و

است. {(x, y) : x ≤ a} نیم صفحۀ همان ψ ملایم

ψ و می کنند میل بینهایت به که باشند صفحه در x = ۱ خط روی نقاطی a۱, a۲, . . . کنید فرض .١٠ . ۶ مثال
همان ψ ملایم محدب پوش صورت این در باشد. (−∞, ۰]×R به لبگ اندازۀ تحدید با

∑
i ۲

−iδai اندازۀ جمع
کنید. مقایسه قبل مثال با را مثال این است. {(x, y) : x ≤ ۰} نیم صفحۀ

می کنند. صدق زیر خواص در حامل نیم فضاهای .١١ . ۶ لم

۴�Supporting half-space
۵�Mild convex hull
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اندازه یک برای ورونوی انتقال هستۀ ۶ فصل

نیم فضای یک نیز H ′ آن گاه بسته، نیم فضای یک H ′ ⊇ H و باشد ψ برای حامل نیم فضای یک H اگر . ١
است. ψ برای حامل

اگر .H = {x : (x− a) · v ≥ ۰} و i ∈ N ازای به Hi = {x : (x− ai) · vi ≥ ۰} کنید فرض . ٢
است. حامل نیم فضای یک نیز H آن گاه ،vi → v و ai → a باشند، ψ برای حامل نیم فضاهای Hiها

نیم فضای یک {x : x.v ≥ a} که باشد a حقیقی عدد بزرگترین a(v) کنید فرض ،v یکۀ بردار ازای به . ٣
است. پایین از نیم پیوسته a تابع است. حامل

ثابت را (٢) قسمت حال است. (٢) قسمت از ساده ای نتیجۀ نیز (٣) قسمت است. واضح (١) قسمت اثبات.
که می شود دیده سادگی به می کنیم.

Hc =
∞∪
n=۱

∞∩
m=n

Hc
i .

بزرگ کافی اندازۀ به nهای ازای به باشد، فشرده K ⊆ Hc اگر هم چنین .ψ(Hc) ≤ ۱ که می گیریم نتیجه بنابراین
می شود. نتیجه حکم پس .ψ(K) < ۱ نتیجه در و K ⊆ Hc

i داریم

از عضوی ξ اگر تنها و اگر است کران دار ξ ورونوی قلمرو باشد. Rd روی اندازه یک ψ کنید فرض .١٢ . ۶ گزاره
باشد. ψ ملایم محدب پوش درون

نیم خط که می گیریم نتیجه ،۴ . ۶ لم از است. بی کران می نامیم، D را آن که ،ξ ورونوی قلمرو کنید فرض ابتدا اثبات.
داریم است، ξ ورونوی قلمرو در x چون ،x ∈ l برای دارد. قرار D در کاملا که دارد وجود ξ شروع نقطۀ با l
بسته ای نیم فضای H که ψ(Hc) ≤ ۱ می آوریم به دست x ∈ l نقاط روی اجتماع با .ψ(B◦

|x−ξ| (x)) ≤ ۱

و x ∈ l نقطۀ ،K ⊆ Hc فشردۀ مجموعۀ هر برای هم چنین، است. عمود l بر و است ξ شامل آن مرز که است
نیم فضای یک H بنابراین .ψ(K) < ۱ که می گیریم نتیجه ٣ . ۶ لم از و K ⊆ B◦

|x−ξ|−ϵ (x) که دارد وجود ϵ > ۰

عکس، به نیست. ψ ملایم محدب پوش درون از عضوی x که می گیریم نتیجه x ∈ ∂H از است. ψ برای حامل
خط که میشود یافت x ∈ Hc\D نقطۀ بگیرید. ψ برای حامل نیم فضای یک را H و باشد کران دار D کنید فرض
بنابراین .ψ(B|x−ξ|−ϵ (x)) ≥ ۱ که می شود یافت ϵ > ۰ ،٣ . ۶ لم طبق باشد. عمود H مرز بر ξ و x واصل
نماد های طبق .ξ ∈ H◦ نتیجه در و نیست حامل نیم فضای یک {y : (y − ξ) · (x − ξ) ≥ ۰} نیم فضای
به a(v)− ξ · v که می شود نتیجه لم همان از (٣) قسمت از .a(v) > ξ · v داریم لم آن از (٢) قسمت و ١١ . ۶ لم

می شود. ثابت حکم و است ψ ملایم محدب پوش درون ξ نتیجه در و دارد ناصفر مینیمم v یکۀ بردارهای ازای
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۴۴ مکان-بهینه, انتقال هستۀ

٨٣ ورونوی, انتقال هستۀ
٨ هم ورد,

٨ پایا,
٧٠ ,۴۶ پایدار,

٧٧ راست, از پایدار
٣٨ جابجایی, تحت پایداری

٨۵ ملایم, محدب پوش

١۶ ,١٣ انتقال, چگالی
۴۴ مرکز-بهینه, انتقال چگالی
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Mass Transport Between Stationary Random Measures

Abstract

Given two stationary random measures on Rd, we study transport ker-
nels between them that are translation-covariant. We will provide an
algorithm that constructs such a transport kernel, with some assumption
on their intensities. As a result, this algorithm can be used to construct
the Palm version of an ergodic random measure by simply applying a
(random) translation and vice versa, to reconstruct the distribution of
the random measure from its Palm distribution. Given realizations of
the two random measures, our algorithm provides its result in a deter-
ministic way. The existence of such transport kernels is proved in [18]
in an abstract way. Nevertheless, there has been tremendous interest in
constructive algorithms in recent years. Our method is a generalization
of [6] which constructs a transport kernel between the Lebesgue measure
and an ergodic point process in Rd. In the general case, we define and
limit ourselves to constrained transport kernels and constrained trans-
port densities. We will also define stability of constrained transport
densities inspired by the notion of stable matchings in graphs. Limit-
ing to constrained transport densities is a key point in our algorithm
and the result of the algorithm is stable. For stable constrained trans-
port densities, we study some properties like existence and uniqueness,
monotonicity in terms of the two measures and boundedness.

Constructing an allocation (i.e. a translation-covariant transport map)
has been of more interest in the literature. We will study conditions for
existence of allocations, study special cases that our algorithm yields an
allocation and provide other algorithms to construct allocations under
some assumptions. As a tool for proving some results, we introduce and
study some properties of Voronoi transport kernel for a measure, which
is a generalization of Voronoi tessellation.

Keywords: Random Measure, Stationary, Palm Distribution, Mass Transport,

Stable Matching, Capacity Constrained Transport Kernel, Voronoi Transport Ker-

nel, Shift Coupling.
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