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�3Z� L� S P��� =����S  �����S � ���L� M�&�) &� H5���-" �� H5"��� F2���

���3� �V 68��H5�� 6�5� .���3� P3
 ����6�5�  ��S � �V P+-7� X��? �" ����� ���
) ��T� �� H5��

K NO+� &� 6�B
 P?�S ���" .�O+� SH-���/0� A�� P?�K� �� �'��() 6�S  �V M�&�) �� F��

L����" �4��2 F2���. ��" ���#)����3� P3
 �� ���4� �� 6�5�S � �� ��Z�������4 �5d-� L� S���  F��

 �V A5/��5� ��)( ( )vol S vol S� F��. A�� .8� !�" ��#"� �� C P
�� L� 6���� A�� �V 8 F�� 6�

�� F�� �O+� L� �50�) 6��" �)�#'� ���#) ��� ���
) H-���/0� ���" ��  ���1'� F
�� �" �#" ���1'� �"

����"�� .�'��() NO+� L� �50�) 6��" H54��," ��� %��� 6��" L� M�&�) �"�F2��� ��  �K�8 ���n- 6�#"

�� .8� &��8� �'��() *�+� �50�) 8 %�GT� =#
� �[ , ]n�11 -�� ���-� SH5�� 9��o�&! ���&  NG)�� &�

�K����3� PT�  ����� =#
� HZK �" 9�� HZK FG7� ���& F���� �4�� ���3� X��? �"��"��.  

H-���/0���� �� �� ���4����� A��� ����" �����9�� �K��� �0��� F��� .8� W��� �" SH5������ . .8�

F��� �8� �0���X��T �����3� 6��" 6���� 6�5�»�G��+)« 9��� M�&�) L� &� �F�� 9� . �� .8� A��

�50��8�-�g "��� e�O� 6���V L�15' �� �)�G���� XU
�� �" ���2�" ��/�4 �. �	?� ���� �V  F�� A��

 L� ��9��� M�&�) ��34 �V 6�K M�&�) �� ��� �-2�� c����� ���V�' ���" 9�� . X��? A�� �� �"

�5G����� 6&��� ���V�' A�� 6�4»�'�� ���#) �"« M�&�) S���:� F0�K »+)Y�G��« F�� $�	O� M�&�) �" �"��". 

�J A-2�� Y!�3#�[F75� �-,� ��� �'����� ���V�' A5 %�3#��9��� A��)&� 9��o-�� S %��#) NO"�� 

)>��#) k .f .w( F��. F,� N	R7��P"�T ���+� �" �) F�� �&! ��� ��J �� F�� A�� �)  M�&�) �" �0�GT

 L��1� ����A�� �-G0� 8 H�����J �� ���V�' ���H4 F
�� �� H5�� �K��� ������" ���& �����.  ���#)

����� ���V�' L� �� �&! 6�4A�� 6��" c����� 6�K M�&�) �" �(,�� ���+� �" �V M�&�) �� ��� L��1�

 ���/-,5�V ���& �� ���V�' A�������� . %�3-K� N���� �� �3:� 8 ���C ]�G� �/-,5�V ���& N#0�O�

 �� F���+� 15� �� N	R7� ��� �� �o�� �� 6�5	����� )�,"  k .h.(  

������������������������������������������������������������
1�Metropolis�
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�� N���� �A�  �� �'�#� �" �:�) ���+���T��'��() ��& ���H�&����. ���  ��P('  k n��-� 8 X���+� 

&�5� ���� N�5�& �� ���V�'�c����� 6�4 �/-,5�V ���& 8 �� �� ��5"�H5�� . S�V &� ��P('  t  P5	�) �"

H:����T A��)�6��" �'��() ��& �'��() *�+� �50�) ��#� SH-���/0�  f .h .k ���� ��(-2� . ��P('  w  �"

�� HZK H-���/0� P5	�)�H�&���� F��:� �� 8  ��P('  x ��� �2�"� �� ]K�G� A�� �" �G)�� �/�� 6�4

�� �'�#��H5��.  

H-���/0� 68� Y!�3#� �� *�� L���� �-���� �4�PG�) *�� S��� F�� ���" . %�3-K� �" ��" �4 ��#�

1
2

 �3� F��K YU?�� %�3-K� �" 8 H5��1
2

 ��T L� z"�O��() ��&�� F��K �'���H5�� .PG�) *��  ���"

 �	� F0�K ��P5	�) �&�C� �� �"��� 6�-:" 6�4��4� .H4 >(� ���-� ��� �" H-���/0� F
�� A5�J

��� �55d) H-���/0� NG)�� 8 ����3����� . �� ���� A�� ���,"  h.k. r �5"��) �� ^5��)�H54� .��" �"� A��

�4 �� �� ��T��� ��� �� �� ���" PG�) *�� S��& �'��() ��&����2 �V ���
) &� 8 H��5��� 6�����H5�.  

g .l .g. H-���/0�: ��T���& �'��() �
G� *�+� 68��6� ��P
� P2  

 &� ���+� .8� A�� ��n� �� ��� �� ����5��o0�� N34 �� H���V 6�4� ��
 L� &� ��5�? $�B� �4

 LJ��� )�� ���" �&���� �" � $�,-�� �G������( ��-74 . �� 9��,0� NO+� L� &�K �� _8��� 8 H5��

 &� �
� ��� �4 ��n2 �734�	#' NO+� N� �,-�� ���� $� H5��)L� M�&�) �"�F2��� .( ���C NO+� ���

 &� 6�B
K O+� �V �" S��"�� F��K ���3� F��K YU?� X��? A�� �5a �� 8 H5���H5��.  
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����gS 1��'l ���� 8j  NG)�� �" $��� %�
�� HZK NG���� H-���/0� A508� .8� A�� &� 9��o-�� �"

��J��	3C��� 6� ����� ����� ]f[S �4���J NG)��  �V 6!�")�8�Kn26(  �� �V &� �	3
 ���o-�� �&�C�

3������ . �) �V NG)�� 8 �� ��Z�� H-���/0� A�� �� 6��#-� X��55d) �V &� �#"n 8 F'�� �4��.  

g .l .l. H-���/0� :��T���& ��� �" �'��()�68�� 6�4  

.8� A�� �� 6�� L� �� �'��() NO+� L� S��� �4 ��  _�#� �"� �� $�,-�� �	#' NO+� %�K� H5��) �"

L� M�&�)�F2��� .( &� 6�B
 ���C NO+� ���K �� F��K �O+� �V �" S��"�� �5a �� 8 H5�� X��? A�

�3� F��K YU?��H5��.  

������������������������������������������������������������
1 Dyer�
2 Frieze�
3 Kannan�

P
�s
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��  

  

��T A508� .8� A����-��5� �'��() ��&� ���T P5	�) ���� HZK NG���� N	R7� ���� �� �� ��" 6�

F'��.  

g .l .j. ��T���&  �'��()Hit�and�run  

.8� A�� �� �4 �� �� $�,-�� �	#' NO+� &� 9����� �'��() �2 L� �����H5� ) L� �50�) &� 9��o-�� �"

L� M�&�) �" �K�8 ��� 68� �'��() NO+��F2��� .( �" �2 A�� ���-�� 68� �� 6�#" NO+� ���K  �"

 �'��() X��?)L� M�&�) �"�P+-7� ��� �" 8 F2��� (�� $�,-���H5��.  

  

  

P
�i

P
�q
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��T� �'��() ��&Hit�and�run  %�� ��f<;f ���) 3��F5g � �'�#�� ]h[ .F53��  ��� ����

�� �4 �� F"�` �#" H-���/0� A�� ���) 9�� �50�) *�+� M�&�) ���3� ��� �"  68� F2���
� M�&�) �"K 

�� P5����� ]h[ . ��� 6��" 8� �� ����� ������H4F�� ���3� �#" =7K �" ��8V F�� �" �V ��.� A��

 &� H-���/0�34 ��-"� ��L� M�&�) �" F
�� �" �� �3-���/0� ����
 �"� F2������H4 ����-2��� ��� 9�� 

%�� ��� ��"���� F'�� _���� A�� 6��" z5T� X�G`� L� �� �5�� %�� �4 . %�� �� X�G`� A508�f<<k 

���) |��0l  �� �����]k[. H4 8� A�� 6��" �G)�� A��-:" 8� ���� NG)�� �� ��� ���� A5�JF�� H-���/0� 

 �� �� _���� A�� ���,"  x .f �� X�G`��H5��.  

H-���/0� A�� P3
 �� M������T A��)� �'��() ��&����� 6��" ���� �) 9�� �50�) +� �� �'��() *�

�4 SF�� $��� %�
���S=���� M�&�) L� &� _8�� ��' �" �� ��J  �/-,5�V ���&��T� �" ��&���� 6�4

68�� H4�F�� �V �" �G)��.  F�1� L���T� �'��() ��&Hit�nad�run ��T �" FG7����&� �'��() 6�4

�� F�� A�� �/�� �5`�) �508� M�&�)6 6�C  �/-,5�V ���& 68������ �V . �� �� _���� A���,"  t .h 

�� ^5��)�H54�.  

������������������������������������������������������������
1 Smith�
2 Lovasz�
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h. �)�G���� %��  

h .f. P���8���4  

�� �," A�� ���9��� ���� ���� �� H54��2 H5�� FG�? P
� ���.��34 �������� A�� 6�C� ����K 

���� 8 $��� P
� L�� �� ���n� F��.  

h .f .f. >��#).  P
� L� $���K .�2�A53B)g _�#� �"� 6�4r  8R F�� �4��� H5���" 9�� 

L� P���  6��( )r 0�l  8 F��A5�JH4  6�� L� �� YU���( )R 0� ���� ���T.  

.�2 *�� A-���� 6��" P50� L����53B)  _�� &� �)!��� F�� ���T �� F�� A��» ��Vx  �B
K 

��QF« H5���" . �8�".�2 *�����53B) B) b54�4 ��5��� �" �� ����� ��C8 ��53  �:�) %��� ���#)

C $��»�52« H��5/" .X��? A�� ��  H5���� ���K SF�� �B' 6�Z� ���� �� �)�
U�� b54 �V HZK 

�3���" H5���) A�� ��' �" �-K 8 H��8V F��� ��( )RK � 0� HZK 6��" ��5��� ���� ��� SK 

H5��" �-����S �3��H5���) 8��� �G7� 6�O2 �" �� �VA53,) � H5�1".  

��"��� ����� $��� %�
�� >	-,� 6�4�.8� �" �����)�9��� �o	-,� 6�4 ���� . A
3� %��� 6��"

L� ���) S�O+� 6���#) $��� .�� ����
 �" F�� 68�7��� 9�/-��� ���) �� 8 S�O2 6�4&��) ^O� 

$��� M"�) L�j ���� 9��� . ��:o� &� S�	� Y�-G7� F0�K L� A-'�� ��� �� 6��"P���8�  9��o-��

���H5�� .P���8� L� �� �� F�� 9�5� NG#C L� �"����$��C 8 H5���" �?�2 X!��� �V &� H5���)� 6�4

������������������������������������������������������������
1 Well�guarantied�

l� &� �����( )xr�  _�#� �" 6��r  %�Kx F��.  
j�  �Z��� �� ������
�3Z� &��) ^O� &��P
� �" 6� { : ( ) }n fx x c� �� F��.  
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H5�� F'���� �?�2. "P���8� &� 9��o-�� ���� �4�9��� ���� &� P+-7� 8 �	� F0�K �� �� n��-� H5���)� ���

H5�� ��5" P
�. X!��� _�� �" �-7" D��� 8��4 �� >��#) P���8� _�� ��J�����. ����� A�� ��� &� �:�) ����

�� 9��o-�� 6�T F��B
 P���8���� >��#) ��& �� �� H5������.  

h .f .h. >��#).  L� P
�K  L� ���)P���8� 6�T F��B
g 9��� F�� 9��  �� �)��? ��

�" H5��" �-���� �V ���� �� �)�
U�� Y�35+-7��A�� 1C���" ��H5� .�2�_�#� �" A53B)� 6�4r  8R 

 8 F��5�JH4A )!��� H5���-" _�� &� �» ��Vx  �B
K QF��«  F'���� �52 �� �	" D��� 8 H5���"

H5��. �"��� ��' S98U
�F�� F��� 9���34 D��� H5��.  

 X��G
»6�T« P���8� D��� �� F�� ��#� A�� �" F�� F��� ��534 .�O2 %�-�� 6��"�� ���4 �

��� ���) �� ��Z�� ���
� �����P���8� S������� >��#) 15� >5#� 6�4����� . P���8� L� �� S%��� 6��"

 ��� S>5#� F��B
x  &�� �" L��1� �(,�� ���+� �"K  �	a �� F��� F�� A
3� D��� S���"

���" .A5�JH4  �2�" �" �C�) �"��"���� S�4P���8����C 6�4�9���� �� >��#) 15���V �� �� ����� �4

 D��� �� ���/�4»�52« �"� L� SF��� �� ��o?x  &� ��K �� 9��� 15� ��� �� ��C����.  

h .f .k. �-
�. �	� F0�K �� S�'��() H-���/0� L� NG)�� A-'�� ��� �� 6��" �3�15J ��� 6�4

�� �o	-,���-��� F534� ����) ���" . ���#) %��� 6��"X�#'�  9��o-�� %�3
� ���#) SP���8� &�

�)�G���� 8 �� �50�) �'��() ���
� ���#) 9�� .A�� ��� �C�+'  ���#)X�#'�  �� P���8� &� 9��o-��

���H���3� .�� P���8� &� 9��o-�� Y!�3#� ���&����14�P3
 A��) � L� ��H-���/0� �� 8 F��  �"

����  ���#) 6��" ����X�#'� SP���8� &� 9��o-�� �� P���8� _�� �" �-7"�%�3
� ���#) 6��" ���) 

15� �)�G���� ��� ���� .H-���/0� ���HZK 6�4  �&���� �" �)�G���� %�3
� ���#) NG)�� Y!�3#�n2  &�

X�#'� ���#) NG)�� � 9��o-�� P���8� &�5"��) F��.  

������������������������������������������������������������
1 Strong�membership�oracle�
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h .h. ��T 6��C�� �'��() ��&Hit�and�run  

�� ��' �� H5-o� PGT �," ��� H5��K 9��� 6�T F��B
 P���8� L� ���) F�� 9�� . ��' A�� �"

�� ���" H-���/0�� �� ����� 6�4�,"  f .h �5"��) H5�� FT� .��T 6��C�� *�+� 68� �'��() ��&

�
G�� 8 6�A5�JH4 ��T���� �" �'��() ��&�F�� 9��� 68�� 6�4  �" �'��() NO+� L� F�� �'�� ���&

 �� ��V �� H5�5G" 8 H5�� �50�) ���"�� M�&�)K �52 �� F74 .��T 6��C� ���� �'��() ��&Hit�and�

run �3� Y�+5T� �� �V 6�:-�� 8 ��-"� �� �)8 L� &� ���" ���& ���� 6�-�5" FT� �" &�5�� �" �O+� L� H5���

L� M�&�)�H5�� �50�) F2��� ..8� &� 9��o-�� �" ��� A�� ���8�A�� �" �C�) �" ���& SF�� A
3� %�GT� ��

��� �OT H5���K �K� ����R2 �� SF��� %�� �" 9&�" L� H5���)R4 H5�� ����� ����� �)8 P���.  ���

 �" �"��" �)8 %��l ��� ���#) ���-� S���"��� .8� �� �&! 6�4�8� %�GTR l4 F��. �� ���� NG)�� ���)

 A��.8� �" �� ��5� �" ��&���� �).  

h .h .f. H-���/0� :��T� �'��() ��&Hit�and�run 9��� $��� %�
�� 6��"   P���8� ���) 9��

F��B
:  NO+� &� _8�� �"x�� �50�) ��& .8� �" �� 6�#" NO+� S�H5��.  

f (�5d-�� P+-7� ������-�� %���� 6�4, , nZ Z�1 ���T 8 �5�� �50�) �� �54� :  

  
, , ),

:

: (

.

nZZ Z

Z
u

Z

� �

�

1
  

h (�54� ���T : .a x Ru� � 2.  

k (�� ���/�4 �) x a
K

�
��

2
S �54� ���T :a

x a
�

�
2

 �5�� ���
) �� ��� A�� 8.  

t ( �54� ���T.: Rub x �� 2.  
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w (���/�4 �)  ��x b
K

�
��

2
 �54� ���T S:b

x b
�

�
2

 �5�� ���
) �� ��� A�� 8.  

x ( �'��() �5d-� L�U L� M�&�) �"� �&�" 68� F2���[ , ]0 1  �54� ���T 8 �5�� �50�)

: . ( ).y U a U b� � �1 . �� �)��? ��y K��8 �5�� ���
) �� ��� A�� S �5a �� X��? A�� y  ��

�"���T �� 6�#" NO+� ����
� �'��() ��&Hit�and�run �5�� �'�#�.��

�

�

l .l .l. >��#): �5d-�� �'��() 6�4, , nZ Z�1  8U �5d-� �:�)�9��o-�� �'��() 6�4 � 9�� �

��-74 !�" H-���/0� .�5d-� A��� �� �4c��() MG��g �� H-���/0� A���H5���.�

�� Sc��() M"��� &� P+-7� N0�G�� L� A-��� �"� �0��-� X��? �" �� ��' H-���/0� &� ��� ��J ���)

��� ��Z�� .A5�JH4 �5d-� A��������� �/-7" _8�� NO+� �" �4 .��"��"��� A��� ���) &� _8�� �" �� !�" H-���/0�

��� ��Z�� ��7
� c��() MG�� �" 8 X8�o-� NO+� 8�l.  

������������������������������������������������������������
1 Source�of�randomness�

l FoC L� MT�8 �� A�����T L� 6��" 6&���F�� X8�o-� _8�� *�+� �" �'��() ��& . �," �" h.k. $ �5�� �#C���.�

x

P
�v
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�)8 %�� �� �)��? �� .( )x u K� ��  �" �"��"l ��� 6��" S���"� 6�4h  �)w  NG)�� &�logR l 

 ��"�� 9��o-�� P���8� &����� .��� S���& �'�� �&���� �" ���#) �" H-���/0� A�� ���
) �" �� ��� ���� ���) ��
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j .g .s. >��#) : %�3-K� �&����Q  68��  L� ������ M�&�) 6��" c����� N-74 � SH5����4� 9��

 ���X0  SH5�� $�,-�� M�&�) A�� &� ��X1 15�  ���" �-��� �� M�&�) A534) �4 ��iX 15�  A534

F��� �4��2 �� M�&�).( " Y!��#��4 6�� A�� H5��" �-���  

  ( ) ( ) ( ).uP A dQ u Q A
�

��  
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����� A�� �������  F"�` 6���� M�&�) L� ��534Q  6��" ��N-74  c������ �� ��� ���H��5� . ��

A��� ��C8 �" �C���� 6��� ���� M�&�) ���-
� 8H�. �� ��"���� M�&�) SF�� �� ��� �� �� ���4Q  X��? �"

�� 9��� ^��?���" �4��2 �-
� 8 ���.  &� _���� A��N5BT  k .h .fy �� �Z5-�����.  

j .g .i. >��#):  �� c����� ���V�' L�F���"�����g ����4 �������9�  r8& 8�( , )X X0 1  8( , )X X1 0 

H4�����" M�&�) .�/�� X��G
 �"�4 6��" S 8� ��&� N
�3Z�A  8B  &�� H5��" �-���  

  ,( , )()A X B X B AX X� � � � �00 1 1� �  

Y!��#� �� 8   

  ( ) ( ) ( ) ( ).u uB A
P A dQ u P B dQ u�� �  

 �V �� ��Q F�� ���V�' N508� M�&�) . S�O"�� A��%��#) NO"��l ��������.  

k .f .x. 9��1�:  c����� ���V�' ����  N508� M�&�) �"Q F���"� S���" ���� 9�/�VQ  ���� M�&�) L�

 6��"� F��.  

X�G`� :%��#) NO"�� ��  �54� ���T:B � � .�  

 ����"%��#) NO"��9��� Y!�3#� S�N-74 L� 6��" M�&�) L� ���" ���� X�G`� 6��" 9�� A��) � c����

F��. �NO"�� �� Y��810 ���� M�&�) L� �-G0 �3� ��? %��#)����.  

F���" c����� ���V�' L� ���c����� F5?�2 zG� S��������H5���)  �4 6��"n H��5/" �Z5-�  

  , , ) , , ).( (n n n nA X A X AX X A� � � � � � �0 00 0� �  

A5�JH4 ���& 6��" c����� �5Z�& ����15� �o�� 6�4 >��#) �9� ���"j 9�/�V S  

  , , ) , ,( ( ).nn n nA X A A X AX X �� � � � � � �000 0� �  

������������������������������������������������������������
1�Time�reversible�
2�Detailed�balancd�equation�

j� �� S�o? N��0 �� ���� M�&�) �4 6��" Sc8����30�� M5��) N5BT zG�����& 6��" �� ���V�' ���)�^5�? 6�4 15� ��� >��#).  
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 �"���V�' ����T �/�� X��G
 ����T F�) F���" ��� $�,-�� F	
 A�� 8 F�� ���8�� ���& ����  6����

��F.  

j .g .v. 
��- :��� � FG7�  �"Q �/JF���" S���" �-��� ��� %�3-K� �0���" ���� %��#� � �"

F�� ��� %�3-K� �0�/J M"�) ���+) .�	� ��� �"� ��� �)f  ��� %�3-K� �0�/J M"�)�  �" FG7�

 �&���� L��  8 ���"g  %�3-K� �0�/JQ  �" FG7�� �V S���"�F���" 9��� �" %��#� ���" ����

�� F�� A��   

  ( ) ( , ) ( ) ( , ).g x f x y g y f y x��

k .f .;. >��#): ��' NO"�� �K��� 6��" �G���� ��1"�  M�&�) L� �� F�� c����� ���V�' L�

9���   ���Q �-��� ���� M�&�) ����
 �" �� ��"� . P5� ���� M�&�) �" ���V�' �V M�&�) �� �)��? ��

�5G� �" S������� 6&����� �'�� ���#) �" ���V�' 6�4� �" �"��" Y�G��+) �#�&�) �" �'��() N��3� L� ���)

Q ��� �50�) . .8� A�� .8�F��� �0���g � �3:� ��1"� �� ���� ����5G� ��F�� �'��() 6&��.  

H-���/0� S%��� ����
 �"� 6�4 f .h .f  �) f .h .k  .8� W��� �"F��� �0��� �-2�� 9������ . ����8 L�

 .8� H:�F��� �0��� �'�� �� F�� A��  M"�) ��#� S���� M�&�) �0�/J M"�) F��g  �� $�� =��+) �" ��

H5���" F"�` ��
 L� .H-���/0� �� S%��� 6��"� 6�4 f .h .f  �) f .h .kL� M�&�) ���� M�&�) S� L� 68� F2���

 $��� N
�3Z�K �0�/J M"�) �� F��  �" �"��" �G0 �&���� �" FG7� �V
( )vol K
1 F�� .��"��"� 6��" A��

 .8� &� 9��o-��F��� �0���  HZK �� F75� 6&�5�K H5���" �� .����� A�� �� Y�T�o)�� F��� .8� &� ����

 HZK A53,) 6��" �0���K  9��o-�����H5��.   

������������������������������������������������������������
1 Markov�Chain�Monte�Carlo�(MCMC) 
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k .h. ���V�' �� �/-,5�V�c����� 6�4  

���V�' N���� �� ����� N5BT L�� ���V�' �4 S�4��-� F0�K 6�B' L� �� �� F�� A�� c����� 6�4

P���) c�������5a 8 ������  N��0 �� ���V�' M�&�) 8 ���� �-
� 6���� M�&�) L� $8��-�t &� P+-7� S

 S�508� M�&�)�� P5� ���� M�&�) �"���� .�� ��5" �� �:"��� H
K ���4 N5BT �	� F0�K ������ . �����

 &��/-,5�V ���&�4 S�%���' A���J &� L��F�� ��& ���� 6��" : �V M�&�) �) F�� �&! ���V�' &� ��� ��J

��� ���� M�&�) �" L��1� �(,�� ���+� �".  

 ���,"  h.k. m M�&�) ���" L��1� ��:o��%���' L��-� L� ���) �� �4��� 6��"� ��5" �" 8 H5��

�� �V �)���+� ���2�H�&����.  �� ����,"  h.k. $  ��� �" ���:o� 8 L��-� A�� *�G)�� ���� ��

FoC��� FG�? 6&��� �� �:�) �V &� �� H5��P('  w �� 9��o-������ . ���,"  h.k. r  �� �)��5��)

��� �/-,5�V &� �� ����� ����8 H54�  �� F��:� ���,"  h.k. � �� P(' A�� �	?� c�4 �"�H�&���� :

�5BT��/-,5�V ���& 6��" !�" ���� ���� 6��" 6�.  

l.j. m. 	?�'X��55d) _�3Z� Ng�

����#5G� X��55d) _�3Z� N	?�' Fo� ���)�M�&�) 68� �	?�' A��)�F�� �4 . 8� ����
 �" �� M�&�) 8� ���

��& 68� M"�)��
�3Z�� 6�4� �5" ��34 X��55d) _�3Z� N	?�' SH��5/" ��� ��� A�� X8�o) ���+� A��)

F�� M"�) 8�.�

k .h .h. >��#) :Z� N	?�'X��55d) _�3 M�&�) 8� A5"  %�3-K��  8�  68�� ) L� �" 1:Z�� -

9��� ���5� 9�� (�" X��? ��& �� >��#)� ���  

  sup ( ): ( ) .
TV A

A A� � � �
��

���  

������������������������������������������������������������
1�Total�variation�distance�
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 ]	�� 68�7��� �� X��55d) _�3Z� N	?�' �� F�� ^��8 S�+5+K ���
� 6��" ]	�� 68�7��� zG�

�� ��?����. M�&�) N34 N
�3Z� MT�8 ��� 68� %�3-K� 6�4���& S�9&���� N34 N
�3Z� N
�3Z�� 6�4

F�U
� 68� �4��-� ���� F�� .�B' A��  ��� �" 1:Z� �� F�� �O2 6�B' L�

sup: ( )
TV A

A� �� F�� .�3Z� N	?�'�+0� �-� ��34 MT�8 �� X��55d) _  ��� A�� ���) 9��

F��.  

j .l .j. H0: 
TV

� �� �4 �" FG7�� &� L��  8� F�� $��� �#"�).  

X�G`�: ' �5�� ��( )� �� � �� � �1 21  �V �� ���� �0 1 . �4 6��" X��? A�� ��

A��S &� 9��o-�� �"  M"�) $��)S�+5+K ���
� 68� z	O� ��T �� F�� �"�H��8V  
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�� F"�` H
K 8����. �  

 �0�/J M"�) 6���� M�&�) 8� �� �-0�K ��)�/�� M�&�) L� �" FG7� ( �� �-0�K �� YU�� S����"� 

SF�� �4��-� �� ����� X��55d) _�3Z� N	?�' 6��" ^��? %���' L� ��& ���1�����.  

k .h .t. 9��1�:  ���f  8g  %�3-K� �0�/J M"��) =5)�) �"�  8�  9��,0� �&���� �" FG7�
  68�

( , )� � �V S����"�9��  
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( ) ( )
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( ) ( ) ( ).
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X�G`�:  �54� ���T: ( ){ ( )}: f x xB x g� �� � ." �4 6��N
�3Z� A��  H����  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).A A A B A B B B� � � � � �� � � � � � �  



lu�
�

�" %8� 68�7��� A��  68� �� F�� ���T�" F	
\A B  H����f g�  F	
 A�� �" �8� 68�7��� 8

 68� �� F�� F���\B A  H����f g�.  

�� F�� �" �"��� �0!�-�� �"� �� H��8V  

  ( ) ( ) ( ) ( ).c cA A B B� � � �� � �  

c��� ��-74 �"��" H4 �" 68�7��� 8� A�� F��� 6�4)�V P��o) A-'�� ��� �� �" _���� A��� 9��� �4

������ .(A5�JH4  �4 ���� ��o)� 68�7) 68�7��� 8���-'� .�"��"��" A�� �� F���8V H��  
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�� F"�` H
K 8���� .�  

�C &� 6��57" �� �V &� 9��o-�� �� ���� ��C8 X��55d) _�3Z� N	?�' 6��" 15� 6�/�� %��#� >��#)� �4

F�� �5o�:�

j .l .i. 9��1�:  �5�� ��'�  �T�'H)�g ���" .�� A�� X��?  

  sup{ }
TV

fd fd� � � �
� �

� � �� �  

�� �� 9&���� M"��) ��3) 68� H3����� �V� ����[: , ]f �� 01 �� �-'������.  

 �" �C�) �"A���M�&�) N
�3Z� ���F�U
 6�4�9&���� M"��) 6�B' ���8� ��34 �4��-� ���� 8 ����

����� N	?�' MT�8 �� F��� c�� X��G
 SF�� ����  8� F�� L#"�) 8� ����
 �".  

M�&�) 8� 6��" 9��1� A�� MT�8 �� %�3-K� F�� F��� 15� 9��,0� .A�� �� ���� F0�K A�� �" �+' �C

9�)�� �V X�G`� �� H���� r�5-K��F�� �).  

������������������������������������������������������������
g 
�3Z� H)� L�����& 8� �" �� �V �� ��� �4 �� 6��� �" F�� �o?�� �&���� �" 6�����" �o? 8� �V &� �
� �&���� SH5�� &��'� �
�3Z�.�
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 H���� &�5� �/�� >��#) L� �" !�" H0 X�G`� 6��"� ��5� 9���V ��V &� 1 ��� H54��2 9��o-��.  

j .l .q. >��#):  M�&�) 8� 6��"�  8�  �&���� 6�B' L� 68�( , )� � M"�) S, ( )h x� � �"�6�&� 

[ , ]x � 0 1  ��& X��? �"�� >��#)����  

  , sup su( ) p
f f

d x d dh x f f f� � � � �
� � �

� �� �� � �  

����� �V �� ��9&���� M"��) ��3) 68� H3� ����[: , ]f �� 01  ��fd x�
�

�� �� �-'������.  

 A-'�� F"�` �"x S, ( )h x� �  6��" 6��5#� N	?�'� 8 � �F�. A5�JH4   

  ,p ).u (s
TV x

h x� �� � ��  

 ��(-2� 6��", ( )h x� �  �" ��( )h x �� �����H54�.   

j .l .v. �-
�: 9��� ����� �" ������ ��� ( )h x  =7K �" �#+� �#"�)x  8 F��

( )h x x� � �0 1 .A5�JH4  N
�3Z� �4 6��"A��  ��( )A x� �H���� S   

  ( ) ( ) ( ) ( ).x A xh A h� �� � �� �1  

j .l .u. H0:  �5�� ��'� ���" H)� �T�' .X��? A�� ��  �4 6��"x� �0 1S H3����� ��C��  ��

 >��#)( )h x ��  �,)� �
�3Z� L� N(,�� M"�) ���)����.  

X�G`�: �
�3Z� ���"� �" FG7� �V �&���� �� H5"�5" 6��  �" FG7� �V �&���� 8 LJ��� ���" E�1". 

�"�Z� A�� ���" 6��:� X��? �� �
�3�5"��) �C &�� �0�/J �� H5�� $�,-�� ���4�  �" FG7�� ���& 

F��. �� %�G�� ��& X��? �" �� 9��� A���H5��.  
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9&���� N
�3Z�� P�� 6����U  �� F�� ��C��( )U� � 0  8( )U� F�� H3�1��� .��  8��  ��

 ����)�  8�  �"\U� ���5/" . %�K��  �" FG7��� F�� z	O� N-��5� .�8��� N5BT zG� ��-

H����
5�g z-�� Sd d� � �� �� ���� ��C8.  

�"� 6�&�t � 0�5�� >��#) S  

{ \ : ) },: (t U u U u tA �� � � � �  

: { \ : ( ) },tA u U u tU �� � � � � 
  

: inf{ ( }.: )ts t A x� ��  

6��" �-G0� x �0 �54� ���T s ��  8s sA A U� � � .�"��"� A��s sA A� �  �4 6��" 8

\s su A A��  H����( )u s� �.  �� �5�� �C�){ : }s tAA t s� ��  8

{ : }s tA A t s� � � 
 .�"��"��� A( ( ))s sA x A� �� � �. A�� �" �C�) �"� ��� ��& S����� H)� 

N
�3Z� s sA V A� � � �� F'��� ��� ��( )V x� � l. �� �����H54� V  N
�3Z� ��34
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1�Radon�Nikodym�
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F  N(,�� M"�) ��V ���5/" .�"��"� A��Fd x�
�

�� 8 ( )Fd V� �
�

��.  ���� zG�

 $�,-��V N
�3Z� 68� S\V U  H����s� �  68� 8\V�  H����s� � .��"�"� A�� �4 6��"

9&���� M"�)� ����[: , ]f �� 01 �� F�� �"�H��8V   
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�"��"� >��#) �� ��C�� H3�1��� A��( )h x  ���)F H3�1��� ������. �  

 X�G`����1�   k .h .w :� ^��8 �� F�sup{ }
TV

fd fd� � � �
� �

� � �� � ) N(,�� M"��)

�
�3Z�����5/" ��� �� �� �4( . H����sup{ } max ( )fd fd h x� �
� �

� �� � ��  �#+) zG�hS 

 �� H3�1��� A����  �,)� �O+� L����� .��"��"�A��  N
�3Z� PGT H0 zG�A  �� ���� ��C8

( ) ( ) sup{ }A A fd fd� � � �
� �

� � �� � A�� �" 8��� F"�` H
K =5)�)����. �  

k .h .<. H0:  �5�� ��'�1  8�1 �"�) =5)�)M�&��P?�K 6�4 &� ��� L� &� �� c����� ���V�' L�  �"

&� _8�� M�&�) 8� �0  8�0 ����" . X��? A�� ��  

  .
TV TV

� � � ��� �1 1 0 0  

X�G`�:  N
�3Z� �4 6��"A��  H����  

  ( ) ( ) ( ) ( ) .u uA A P A d P A d� � � �
� �

�� � � �1 1 0 0  

( )uP A  &� �#"�) ����
 �"u 9&����� 8 F�� ����( )uP A� �0 1 .��"��"�A��  zG����1�  k .h .w 

�K F��� F3� ���+�� �" �"��" ����
TV

� ��0 0 F�� .�  



jl�
�

l.j. $. X��55d) _�3Z� N	?�' 8 6&�� FoCg�

 L�FoC�6&��l  M�&�) 8� %�3-K��  8� �'��() �5d-� FoC L� S( , )X Y M�&�) �� F��� 6�4

�5��K� 6�X  8Y =5)�) �" S�  8� ����" . �/�� X��G
 �")( ( )AX A �� ��  8

)( ( )BY B �� �� . �� �5�� �C�)X  8Y  %�3-K� 6�B' L� 68� ���">��#) 9�� ����" .  

FoC��� ���T 9��o-�� ���� >	-,� 6�4�C �� �� F�� ���3
 L5�
) L� 6&�����5� . ����
 �"

���V�' �� %������ S�4��-� F0�K 6�B' �" c����� 6�4�FoC &� 9��o-�� �" ���)�" 6&�� ���& 6��

��� ����� !�" ���� �/-,5�V ]w[ .A�� ���1� *�G)�� ��5" �" �:�) �� �CFoC A5" L��� N	?�' 8 6&��

X��55d) _�3Z� ���H�&����.  

j .l .g{. %���:  ���� ��  S���"!�FoC 8� PT���V 6��" ��& 6&�������� ��C8 �4:  

X  8Y �&�) �" P+-7� �'��() �5d-� 8� �� M� ���5/".�

X  M�&�) �" �'��() �5d-� L� ���  �54� ���T 8 ���5/"Y X�.�

�4 6��" 9��,0� %�3-K� M�&�) 8� �  8�34 S9��� FoC L������ ��C8 P+-7� 6&�� . 8� ��� ���

�V S����G� 68�7� M�&�)� 9��X  8Y �3���34 �����)�����" 68�7� H4 �" �C. �� ��& ���1���� ���� 

X  8Y �K� ����� ��+J�������) ����" 68�7� H4 �".  

j .l .gg. 9��1�:   

  inf{ )}(
TV

X Y� �� �� �  

FoC N34 68� H35o��� �V �� ���6&��� 6�4( , )X Y  &��  8� ��  �,)����� .�"� H35o��� S98U


FoC L� ���)���  �,)� 6&��� �V �� ��� ��FoC���5:" 6&�� ���H5���.  

������������������������������������������������������������
g� �� �+' �," ��& A�� &�P('  w ��� �� 9��o-��.  

2�Coupling 
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X�G`�: FoC �4 6��"�6&��  N
�3Z� �4 8 �����A��H���� S  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ).A A X A Y A X AY A X Y� �� � � � � � � �� � �� � � �  

��"��"� A��( )
TV

P X Y� �� � � .�'�� %�K�FoC L� F���H�&�7" 6&�� �� 

( )
TV

X Y� �� � �� .�V zG�� X�G`� �� �JH0  k .h .; �� SH5-o�� N
�3Z� L� ���)U 

 �� F'��( )U� � 0  8 P3
� 68�U S�  �" FG7��  P�� �0�3-K� �0�/J
 ���" �-���.   
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 �� ��  ���

���5/" .A�� �� .8�� �� F�� ����� A�� _�3-C� �� �'��() NO+� L� ��� $�,-�� �5K�� H5��) M�&�) �"

P?�K� �"��� �G0 �&���� 8 .( N5K�� �� �O+� A�� ���III  S��"X  8Y  A�� %8� No0�� �" 68�7� ��

�� �O+����� 8 H��5 �)��?  &� �
� �� ���5K��� 6�4I  ��II  6��� S��"X 8 Y  $�,-�� ��

����" �� H5������() �� =5)�)� �K���I  8II  ����" %8� No0�� 68�)� X��? A�� �X  8Y  Y��810

�����" ��4��2 �"��" .(z5T� ��� �"�S�)  �54� ���T: ( }: { )u uA 
� � �� 1 8  

  {: , ( )} .p min u du
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 �"������1�  k .h .t�" S �� F�����8V H  
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 �" �"��" �V ���V �5� %�3-K� �� 6��� �5�� $�)�� �
� L�p ���" . S��V �5� �� �)��? ��X  8

Y  M�&�) &� H4 �" �"��" ��min{ , }
p

� �
1 �)��? �� 8 �5�� $�,-��  S��V �2 ��X ��  M�&�) &�

( ) Ap
� ��

�
1

1  8Y  M�&�) &� YU+-7� ��\)( Ap
� � ��

�
1

1 �5�� $�,-�� .�"� 9��� �����

��� �� ���( , )X Y FoC L�� 6��" 6&���  8�  8 F��)(
TV

YP X � �� � � .�  

l.j. r. �/-,5�V c����� 6�4 ���V�' ��  

 c����� ���V�' L� ��( , , )P� �� � StP�  N��0 �� ���V�' M�&�) ��t  M�&�) &� _8�� �"� 

���H5��� .��34� 6��-"� �� �� ����,"  k .h � F0�K 6�B' L� �� SH5-o� c����� ���V�' �4 6��" �4��-

�5a P���) $8��-�� 6�-
� 6���� M�&�) L� S������Q ��C�� 8 F��  N508� M�&�) �4 6��"� S

t

TV
P Q� � �� P5� �o? �" ���3� X��? �"���� .���4 N5BT �	� F0�K 6�B' L� ��  H
K

 �� �:"���)��' �"�X8�o-� 6�4 (�� ��5"���� .A�� ���8 H����� 6&�5� ���4 N5BT �	� F0�K �" �C  �:�)

�� �o-�� �V &� �Z5-� L� ��5" �"�H5��.  

k .h .fh. �5BT:  M�&�) L� �" FG7� c����� ���V�' L� ��� %�3-K� �0�/J M"�) ���6���� Q S

�34� &� �C� 
 0 �V S���" �-��1"� 9��,0� N508� M�&�) �4 6��" 9��� � H���  

  ( ) .t t

TV
P Q� ��� �1  

 Y!�3#��/-,5�V ���&g  ���& A��-3� P
� �" ��t �� >��#)� N508� M�&�) �4 6��" �� ����� 

 H5��" �-���t

TV
QP� � � � .�T�" X��? �� S>��#) A�� �"���4 N5BT ����� 6�� ��� F"�` ���)

 �" �/-,5�V ���& �/-7" �� ���� F�� �3-���/0 . �� �� ��� ��34 ����,"  t .h �� ^5��)� SH54� ��

������������������������������������������������������������
1 Mixing�time�
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 �� ��� ���� N	R7�t

TV
P Q� �  �" 6���& �/-7"� ���� .�"��"� =7K �" �� �/-,5�V ���& A��

�V &� �?�2 ��� 6��" 8 �508� M�&�)�F'�� H54��2 ��� �� �4.  6�4 �5BT �" t .h .h  8 t .h .k �5�� �C�).  

j .l .gj. >��#):  ���V�' L� �� c�����PG�)g ��� �4 6��" 9���4 H5���x � � �-���  H5��"

({ })x xP �
1
2

 .�� S9��,0� c����� ���V�' L� 6��"� L� ���)PG�) N,7����� V�" �� � A��  =5)�)

�4 �� �� F2����" ��� �" SP+-7� ��� �" �
� L� A-2���� -K� %�31
2

 H5�
� F��K YU?� . X��G
 �"

 �/��: x x
x

P
P

�� �
�
2

  �V �� ��x�  68� �3)� M�&�)x F��.  

PG�) N,7� ��� ���-� ��� �" c����� ���V�' L� ������ >(���� ��4 �4���8� .��"��"�) A��PG� 

�" ��� �" c����� ���V�' L� ������� 9���'���V .A�� MT�8 �� ����F75� ��� .�� %��� 6��"  N,7�

�5a�PG�) ��T� �
G� L� 68� �'��() ��&)H-���/0�  f .h .f ( M��� F5C8& P
�����H4 ���� M�&�) �" ��

������ .�:�) A�� ��� PG�) ����'����� �F75� c����� ���V�' L . �4��-� F0�K 6�B' �� �-0�K ��

 S���"�� ]
�" ��� A����35� FG�� ��� %�3-K� ���)�� �� ���� ���& P5	�) �" _���� A�� 8 ��� A5#�

�� L3� �/-,5�V���� .MT�8 �� 9��8 ���+� ��C8�6�  �" L��1��1 ��� ]
�"  ������H4�� ��� ���

]w[ .�,7� 6��"����V�' ��� PG�) 6�4��� c����� 6�4��5BT &� ���)����V�' 6��" �� �	� 6�4� PG�) 6�4

��C8� �����) %��� 6��"N5BT  k .h .fy (��� 9��o-�� .��"��"������� A�� �� A����PG�) N,7� &� �����T ���� ��&

 �'��()Hit�and�run �� 9��o-���H5��.  

l.j. �. �5Z�& ������c����� 6�4  

��" ��8� �," A�� ������ 6 �/-,5�V ���& 6��" ���� �� ��5"�H5�� ..8�� �)8�o-� 6�4 ��� A�� 6��"

.8� ��� ����� ��C8�H-���/0� ��3) �� �� ���4������ A�� �� �� ���4��� ��  ������� 9��o-�� H5��� S����

������������������������������������������������������������
1 Lazy�
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� �" �/349��� L� W�� �����-�� :o-�� &� 9������� .��" A508� �� .8� A�� �	
�5�g �8�C 8l  6��"

F����� NG����j ����� e�O� ���)�� L� . ��:o� &� 9��o-�� S�V �	?� ������/�)��4s F��. ��/�)��4  ��

����8 c����� ���V�' L���� %�-�� �� �/-,5�V ���& �� ��-74 ����4 ���4����� . ��/�) L�

F37T �" ���-������4 &� � �� F,� �� *�+� �2�" &�� F
�� 8 ������H4�� �8��� �� ������ .

�"���/�) c����� ���V�' L� ��� S�

 �� S���" �-�����F'�� !�" ���� �V �/-,5�V ���& 6��" ���). 

�� ���� �� ^��8 6��/�) L� 9��34 �" c��� L� ��& P
���4� .��/�) ��& ��� �� �4 ����" �3� X��? �"

������� 6��" �V &� 8 H5�� ��" ������ 9��o-�� �/-,5�V ���& 6�H5��.  

  
�

k .h .ft. >��#) :L������ ���i N-74  c������  6���� M�&�) �"Q  >��#) ��& X��? �" ��

���H5��  

  ( , ) : ( ) ( )uA
A B P B dQ u	 � �  

�� >��#) 8� H5��  

  ( ) : ( , ).cA A A	 � 	  

������������������������������������������������������������
1 Sinclair�
2 Jerrum�
3 Permanent�
4 Bottleneck�
5 Ergodic�flow 

P
�g{
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)6��" �4 ,AB � � .(( , )A B	  6���� M�&�) &� ��� �� F�� A�� %�3-K�Q  �-��� SH5�� _8��

 H5��"w A�0  8w B�1.  

�"��� �������� ��� ���)   

  ( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( )

c

c

A B A B Q A

A B A B Q B

	 � 	 �

	 �	 �
  

�� A�� &� 8� F'�� �Z5-� ���)( ) ( )cA A	 � 	 . &� ��#� [F�� �G-#� H4 68�7) A�� �

 X�G`�

 68�7)( ) ( )cA A	 � 	  �4 6��"A M�&�) ���" ���� SQ �� �Z5-�����.  

 ���A  ��cA »LJ��« ��"�� 9�/�V S( )A	  ���& F�� LJ�� 15�

( ) min{ ( ), ( )}cA Q A Q A	 � .H� ��� " ���( )A	 �
�3Z� 6��"��46  LJ��C8 6��#� �" ��

F75� ��/�).��)��? �� ��/�) L� �� ��Z������  N
�3Z� 8� ��A  8cA »E�1"«  8 ����"( )A	 

���" LJ�� .�" ��& >��#) ���� _���� A�����/�) �Z�� 6��" 6��5#� ����
�F�� �4.�

k .h .fw. >��#): �����g N-74  c������  6���� M�&�) �"Q �� >��#) ��& X��? �" ��� H5��  

  
( )

( )
: inf

)
.

(Q A Q A
A

� �

	
	 �

1
2

0
  

k .h .fx. �-
� : H���� 9���34� 	 �0 1 .A5�JH4 ���V�' ��� �V S���" PG�)� 9��	 �
1
2

.  MT�8 ��

PG�) N,7� ������F�� �V ��2 ����� >(� c����� ���V�' L� ���.  ���" LJ��	  6��#� �"

F�� ��/�) ��C8 ��
 6��#� �" �V ���" E�1" 8 F�� ��/�) ��C8.  

F�� ��& N5BT X�G`� �," A�� &� c�4.  

������������������������������������������������������������
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k .h .fy. �5BT:  ���Q " �-���� H)���� ���" PG�) ���V�' 8�V S� 9�� 6�&� �"
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M Q A Q A� 0  H����  

  
. .
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M
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nn Q Qh h xx �  
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t.  P
� L� �� �'��() NO+� L� �50�)

$���  

��34��-o� ���+� �� �� ��� �� .8� &� $��� P
� L� �� �'��() NO+� L� �50�) 6��" SF��� �0��� 

�� 9��o-���H5��. ����� A�� �����T �� A5" &� ����� �� �� �'��() ��&�,"   f .h �:�) SH���� �'�#� &� 

PG�) N,7����� ��T� �'��() ��&Hit�and�run �� 9��o-���H5�� . 6��" ���" SH-���/0� L� N���� 6��"

�/-,5�V ���& A�� ��T��'��() ��& ��� L�H54� ����� !�" � . ���,"  t .f 9��� 8 PK���� A�� �	?� 6�4

�" �� ������ ^5��) �?U2 X��?�H54� .�5BT� �� ��-74 P(' A�� c�4 �� �	?� 6�4�,"  t .h 

�� �'�#������ .��J �� �� ���BT A�� �," �� ���� 6�4 t .k  �) t .y ��� H54��2 F"�` . �� F��:� ��

�,"  t .; �� �� FG�? $��� P
� L� �� �'��() *�+� &� �0�G�� L� �50�) �����H5��.  

t .f. PK��� ��T �/-,5�V ���& P5	�)��'��() ��& Hit�

and�run  
"��� A�� 6�� ��T A�� ����� 6��"��� ����� A5��� ���� L� �'��() ��&� &� 8 H5��N5BT  k .h .fy  9��o-��

���H5�� . �5�� ��'K  �," 8� �" ��S1  8S2 9��� &��'� 5��"H .iS �  *�+� N
�3Z� ��» �8�� Y�+53
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�����" . ��]ff[ 9��� ����  ���#) �� F�� 9��* )(O n2 F�� �'�� *�+� &� .���) ���#) A�� A5���"g�

]fk[ 8 ��70�8�l ]ft[  �"( log )nO n2 F�� �-'�� �4��.  

A�� �"��� 6�8� ��� �" ��� A�� ��� ��V)�" 6��"� ���� �)���3��6�5� &� S���3��6�5� �� 9��o-���H5��( S

�� ���� L5�
) &� H5���)Bootstrap ��& ��� �4 �� S����+-�� ��� �" 8 H5�� 9��o-���E�1" N
�3Z��) 6�

 &�K  L5�8�)81�V Y�G��+) F5#T�� �" ��H��G" . �54� ���T SHZK H-���/0� �"���

.
): (i n

riK K� �
2

0� .��  A�� X��?K0 � �" 8 F�� 6�� L� L5�8�)81�V F5#T�� �" ���Z) L

�"��� �� 9� .A�� ��' �"� ��iK  F5#T�� �" ��2-" L5�8�)81�V�� SH5��" 9��� �� ��� ���� ���)

iK �1 S6-F�� L5�8�)81�V .��"��"��� A��� ��5:" X��? �" ���))P
� ���" 15) P
�� �8�" ( &�iK �1 

���3����� 6�5� .���3� &� 9��o-�� �" %�K� S6�5�iK �1  F5#T�� �" ��2-�� P��G) L5�8�)81�V� 8 H5��

�� ���
) �� ��� A���H5�� .&�' ���#)� �4( log )O n R r  �" &�' �4 �� 8 F��*( )O n F�� &�5� �O+� .

��"��"�A�� �" �C�) �" A������3� ���6�5�� %�
�� �� �� �46-�� ��Z�� L5�8�)81�V� zG� SH54�N5BT  t .; .k 

 H-���/0� NG)��*( )O n5 ��" �4��2.  

A�� &� ��� ���8���� FG7� �" ��' .8� �" ��*( )O n � NG)�� SH5-'�� F�� �� �3ZK H-���/0

 ��P('  w  SH���8V*( )O n5 ��� ���) �" �V �/-7"R r F�� �3-���/0 15�.( !���8 8 |��0j  ��]t[  �"

 NG)�� &� HZK H-���/0� L�*( )O n4 '�� F�� ��-M��� ���A��) H-���/0� HZK �-'��  ���� �) 9��

F�� . �� ���� A�� ���,"  x .t��� ^5��)�H54�.  

������������������������������������������������������������
1 Bourgain�
2 Rudelson�
3 Vempala�
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q .j. ���3��M�&�) &� 6�5��E�0 6�4 -�#+�  

 .8�F��� �0��� ���3� 6��"��� 15� 9��,0� M�&�) L� &� 6�5���" ����) �8� ��� .�4�T &� L������&� 6�4

 �� ����� �'��()�,"  f .h �� ��� �0�/J M"�) �" M�&�) L� �V 6�K M�&�) �� ��� eU?� 6��� ���)

���" 9��,0� . .8� S9��o-�� ���� .8��50��8�-�-1/�5-74 0��8�-� WU
5� ���) �� F���5g  ��

 %��f<wk �� _��"� .F�� ��& X��? �" .8� A�� ���� P
�.  

q .j .g. �50��8�-� H-���/0� -1/�5-74l : �5�� ��'� F���" c����� ���V�' L�� M"�) �" ����

 ���+-� ��� %�3-K� �0�/J( )uf v  6���� M�&�) L� �" FG7�Q ���" .A5�JH4  �5�� ��'Q� 

 �0�/J M"�) �" 6�/�� M�&�)g  �" FG7�Q ���" .� �� �55d) ��& P
� �" ��� �) H54�Q�  L�

�V 6��" ���� M�&�) ���" . _8�� NO+� 6��"x NO+� ��-"� Sy  M�&�) �" ��xP ) ��� %�3-K� M�&�)

� (�5�� $�,-�� .�" %�K  %�3-K�( )
min{ ,

( )
}

g y
g x

1  NO+� �"y  �� X��? A�� �5a �� 8 ��8�"x 

�5��3" .�"  ���C ��� %�3-K� �0�/J M"�) �/�� X��G
) �" FG7�� (�� >��#) ��& P
� �" ���H5�� :  

  ( )
( ) ( )min , ({ }. )

( )x x y
g y

f y f y x
g x

� � �1  

 68� �0�/J M"�) A�� �� �5�� �C�)\ { }x� >��#) F�� 9�� . �� ����� F"�` %�3-K�x  �"��" H4

 �"
\

() )(xx
y dQf y

�
� ��1 F�� . zG�N-
�  k .f .y �" �� 9��� �-K��� ���C c����� ���V�' �� ���

 M�&�) �" FG7�Q� F���"�F�� ���� .��"� zG� A�� �"���1�  k .f .x SQ� F�� �V 6��" ���� M�&�) L� .

 .8� �"��� �� �5�� �C�)F��� �0����'�� H4 &�" S� F��g  F"�` L� �� $�� =��+) �" ��H5���".  

������������������������������������������������������������
1 Nicholas�Metropolis�
2 Metropolis�Hastings�
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��T A�� �/-,5�V ���&� �" 6���& �/-7" ���C �'��() ��&Q� ���� . �� 6���� ���  &� �
�

 �� ����� H-���/0� ���,"  f .h M�&�) 6��" �	R7� A�� S���"�/J M"�) �" 6�4E�0 �0�-�#+� P5	�)  9��

F�� .M�&�) &� 6��57"�H:� 6�4S � �" 9�� ����) ��8�� M�&�) ����KS E�0 -��-74 �#+� .���3�� 6�5�

M�&�) &��E�0 6�4-N0�+� &� �#" S��� P��8� ��34 &� �#+� ���� 8 1��' S���� F�� 9��" �C�) ����]fw[ . ��

 N(,�� M"�) �� ��" A�� c�4 ��-"�K ) �����3��6�5�  ��Z�� �V �" =���-� �0�/J M"�) �" M�&�) &�

������ (���� *�+� ���34 �0�/J M"��) 6��" ���& S��� 9�& =��+) ���34 M"�) L� �"�FK�� 6�� %�-�� �)

������� .�� ��� ��5� �" ���& �8�� �" �����"����5:" �� ���4�M�&�) A�� ��2 S6&��� ��5� F534� H4 �4

�����.  

M�&�) ���2�E�0 6�4 -�-'�� ���T �#0�O� ���� 9��-7� ��� �" �#+����� .%��� 6��" !���8 8 |��0 �� 

]fx[ M�&�) A�� ����4 ���2 ����" �"��� �4���&���� .����8 �	3C &�� P5	�) 6��" �� �3:� 6�4

H-���/0��! �4�,7� SF�� 9��" �&�6�"��"�� &� ���4�M�&�) 6��" �O5�� 6�4�E�0 6�4 - F�� �#+�) _�C�

 �" �5��N-
�  t .t .h .(6�"��"�� A�� &� ���3� L�� �4N5BT   m.k  X�G`� 6��" �� F��N5BT  t .t .k  ����

F'�� ���T 9��o-�� . �� S=���� �O5�� 6�"��"�� L� N���� �"]fy[  A�� �/-,5�V ���& 6��" ��& ����

��T�9�� ����� �'��() ��&� �� ��C�� ���� �" �G)�� H4 �� F��N5BT  t .h .h F��.  

x .k .h. �5BT:  �5�� ��'f E�0 �0�/J M"�) L�- 8 �#+�� -L5�8�)81�V )>��#)  x .h .h(  ��n� 

���" .f�  M�&�) �� �" =���-� �0�/J M"�) �"f ���5/" �G0 �&���� �" FG7� . �0�/J �5�� ��'

 �" FG7� �508� M�&�)f� �K����� M ���" . 6�&� �" X��? A�� ��  

  log
n

m M�

3

10 2 2
2

110
��

  

 M�&�) X��55d) _�3Z� N	?�'��T� �'��() ��&Hit�and�run eU?�� &� 9��f�  �����K� F��.  
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x .t.  .8�Simulated�Annealing  

�?U2 S�," A�� ���9��� &� 6��6�4 �'�#� HZK H-���/0�  �� 9��]t[ ���) !���8 8 |��0  ��5" ��

����H5� . NG)�� &� H-���/0� A��*( )O n4 �� F�� M�����'�#� HZK H-���/0� A��) �) 9��� ����F��.  

��34�&�' ���#) SH���� �� ����H-���/0� �� �4 HZK  i .g .g  NG)�� &�( log )m O n R r� F�� . ���"

&�' ���#) H5�� �#��H5�� $�,-�� LJ�� ��
�� �K �) �� �4. ���& �4�&�' ���#) �J� �4�5"��) S���"  98U


 �"A����� FG7� ���#)� �G���� 6��" �&! 6�4�5"��) ��� S������"  6��"�4�FG7� &� L�� �G7� 6�O2 �4

LJ���H��5/" ��� �� 6�) .��34� X�G`� �� �� ���N5BT  i .g .u  P��
 HZK H-���/0� NG)�� �� SH����

m2 �� �4������. �� �����) $��� %�
�� $�,-�� .8� �" �� ��� ���� ���)����&�' ���#) �" S�)� 6�4

�"� &� �)( )n� �3��F'�� F�� ���).  

F�� M"��) %��/-�� NG���� &� �?�2 F0�K HZK NG���� S�/�� 6�� &�.  ��]t[  ��� �� 6�C �"

�0�G�� A-'����) %�
�� &� 6������0�G�� S�)� M"��) &� 6�mf f f� ���0 1  68�K -2���� ����� 

 ��mf  N(,�� M"�)K F�� .%��/-�� FG7�� 6�4i if f�� �1 ���3� ���)� A53,) 6�5�

9�& ������ . ��� A�� 6��"�'������#) F���� H5�� $�,-�� �'��() NO+� 6 �0�/J �V M�&�)� =���-� �4

 �"if  M"�) A5/��5� ��� 8 ���"i if f�1 ���3� A�� 68��H5�� $�7K �� �4 . ���+�f� 0  A53,) 15�

�� 9�&��" 8 ��� A�� 6��" ��53,) =5)�) ( )mf vol K�� �� P?�K����.  

�� �)��? �� if N(,�� M"�) �� iK 8� A�� SH��5/" .8� ��34 �" P��G) .F��� �0��� ��J�6&�' 

������  �� ��H-���/0�  w .f .f 9��o-�� 9�� F��.  ������� N0�+� P
� �" M"��) &� ( )
x T

f x e
�� 0 

�� 9��o-����V �� �� ��� x0 %8� No0�� x F��. ��� T M�&�) S���" ���& �+0�����) 9�� f  �" L��1�

L� M�&�)���� 8 F�� F2��� T &� ���+� 68� 1��3-� M�&�) A�� S���" H� K ����� ��� x0 H�� 6�)
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�

����� )�� 6�55d) S��� A�� &� PGT �-G0� K �� ��Z������+� A5��� 6��� �� �� ��� f�  A53,) P"�T

���" .�� ^5��) ���� A�� �� Y��#"�H54� .(��34� �� �� ����,"  x .k �� SH�������T ���)��'��() ��& 

Hit�and�run �50��8�-� .8� ���) ��-1/�5-74 6���  �V 6�K M�&�) �0�/J �� ��� eU?�

�" =���-� ( )
x T

f x e
�� 0 ���".  ��]fy[  �� ��� 8]<[ ��������4  A�� �/-,5�V ���& 6��"

��T������ �'��() ��& 9�� F��. �� ��5#� &� ���� A�� �� 6��" 6�/»���" ���« 9��o-�� P
� 9��  F��

A�� �� ����3� 9���� �V �" �C�H5��. �" A�� �" =5)�)  �"��� ��8�H-���/0�  w .f .f ��� H-���/0� L� ���)

��� ����� HZK.  

.8� .8� W��� �" ��' Simulated� annealing F�� ���) �� L��)�����g �� �'�#� .

Simulated�annealing ��5:" 6��" ���3
 �'��() .8� L��F�� 6&�� .��T L� .8� A�� ��� ��&

$��C 6�B' �� �'��()��� ��Z�� A
3� 6�4� ���) �	K�� ��J �� �V ��� %�3-K� M"�) �� ���

 ��� �" 6�-�������� �� �55d)���� ." 6��� L� ����T M�&�) S!���" �'��() ��&  M�&�) �" F
��

L���� P5� �B' ��3) 68� F2������ A5��� ��� �� ���/�4 8 ���� $��C F3� �" �V 6�K M�&�) S��V

�� P��3-� ��5:"���� .H-���/0��.8� �" ��-G� 6�4 Simulated�annealing  $�2 P3
 �� Y!�3#�

�� ��������S  ���6��" 6��R) X�G`� N���� P3
��V ����F�� P
�� Y!�3#� �4.  �� ��� A�� �

 �� !�" ��

H���� ��Z�� . A5��� 6��� L� &� ��#�)1��3-� M�&�) (H���� ���1'� �� ��� 8 H���� _8��.  

��34 �� ���" SH5-o� �� ��� K ���+� �� H5�� ��Z�� 6�55d) f� 0  P"�T���" A53,) .�� H���� 

f0 &� ���+� 68� 1��3-� K �� F�� x0 LJ�������� 6�) .�� �� ��& *8�,� ��� A�� 6��" n�1�  ��

���5/" ���   

  : {( }: ,, ) ,na t a x tC t x x� � �� �0 �  

������������������������������������������������������������
1 Kirkpatrick�



g{l�
�

�54� ���T 8   

  : [ , ] .RK C R K� � � �2 0 2  

�
P
� gv  

��"��"�A�� r RK CC �� � 2 .�" %�K 6�C K &� K � �o-���5�� 9� .�" 1��3) �" �C�) f0 68� 

rC ��� ���%��/-�� NG���� �" SA5��� 6�4 f0 68� rC 8 RC2  6��" ��53,)68� �V %��/-�� K 

�" �� F�����V. HZK A53,) &� �� K � A�� �" �C�) �"��� [ , ] KR R K �� �2 ! �V HZK 8� PT�

HZK >(� K �  .8� �" SF��F��� �0��� ���HZK 6��" ��53,) ���) [ , ]R KR �2 ��" 8��"� A��

HZK K �" ��8V F��.  

 �� .8� A�� P5	�) 6��"����� N0�+� �) PK��� ��34 &� P5	H-���/0�  w .f .f 9�� 9��o-���F��  ��

9�5�5� �V X�5�1C �-G0��F�� �). ��� =���� $�,-�� �" F��:� ����4 &�' ���#)�NG)�� &� �4 *( )O n 

9��  F�� .A5�JH4 9�� ��Z�� P
� ���� ��� ���� �� 6�55d)  F�� �" �� �V NG)�� �� *( )O n4 

�� �4����4� .�" A�� &�' ���#) ��� H� �" =5)�)�HZK H-���/0� NG)�� S�4 *( )O n4 ������.  
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�353�  m . 6&�� �#��� H0�

H0��#��� 6�4� �� 6&��A508����" 1-����35� 8 |��0 ����� e�O� .H0 A�����1"� �4� P��G) 6��" 6�T ���4

��J �0��/-�� P��7��L� P��7� �" 6�#"���-74 6�#" .%��� 6��" �� ]f;[ "�� �	R7� ��J �" *�

6�"��"��� �O5�� 6�4)�,"  t .t ( 8A5�JH4  L5�8�)81�V F5#T��)�,"  x .h (H0 ���)� 6�4

�#����9�� X�G`� 6&�� F�� .�353� A�� �� H0 &� �,7� 8���#��� 6�4��� �� 6&���V�8 H�)H0� 6�4  m.f 

 8  m.h (�V ���) ��� 8��� F"�` �� �O5�� 6�"��"�� L� �4� H5��)N5BT   m.k .( X�G`� �� n��-� A��

N5BT  t .t .k 9�� 9��o-������.  

 m.f. H0: �5�� ��' g 8 h &� �#"��)�A5����%��/-�� 8 �-��5��68� ���� n� �" ����" 6���  ��  

  ( )
n
g x dx 
� 0

�
  8( )

n
h x dx 
� 0

�
.  

NO+� 8� X��? A�� �� , na b � � �O2 M"�) 8 : [ , ]l �� 00 1 � ��C����" ��� 6���  ��  

  ( ) (( ) )nl t g t a tb dt� � � 
�
1 1

0
1 0  8( ) (( ) )n hl t t a tb dt� � � 
�

1 1
0

1 0.  

����" �� H
K H5���) �?�" 6��:� X� A�� 5" z������ �� H5�� �� g 8 h %��/-��� FG�� 6�4

�-��� �V S����"�9�
�T �" �T�� *8�,� L� 9����� F'�� LJ�� ��57" 6�4�����) �� ��� g 8 h  �"

 �V 15�%��/-��� �-��� FG�� 6�4����" .����" �� ��� ���� ���)��3� �T�� *8�,� 6�C� %�
�� ���)

��2� ����-�� ����� 6�))��#� l ���" F"�` M"�) L� ( *8�,� ��)��#� l  �o? ���:-�� 8� &� �
� ��

���" (F���� .A5�JH4 
KF75� F��� %��/-�� �� ���� �� H .��� MT�8F�U
 H54��," ��� k  %��/-��

%�
�� &� ���" S��� £oK $��� k �1 6�#" H5�� 9��o-��.  
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 X�G`�H0    m.f: �� �
����'�� H5���%��/-�� 8 �-��5� M"��) 6��" �� H
K F������H5�� F"�` � . F0�K ��

�	� g 8 h �� ����" ���)���/-�� 8 �-��5� M"��) 6��#? �K X��?%����� kg g� 8 kh h� 

F��� .���' H0 zG� %�Kg  F��� H54��2  

  lim
n nkk
g g

��
� 
� � 0

� �
  8lim

n nkk
g g

��
� 
� � 0

� �
.  

L� 6��" �� k �" F��� H54��2 E�1" �'�� �&���� 
n kg 
� 0

�
 8 

n kh 
� 0
�

 . �-��� ���

NO+� 8� SH5���" �-��5� M"��) 6��" �� H
K , na b � � �o���� �O2 M"�) L� 8 l ��� �� H5"��  

  ( ) (( ) )n
kl t g t a tb dt� � � 
�

1 1
0

1 0  8( ) (( ) )n
kl t h t a tb dt� � � 
�

1 1
0

1 0.  

��J 8 kg g� 8 Kh h� H
K �� F"�`����.  

A5�JH4 �'���%��/-�� H5�� F"�` F����1" H
K �� ��C�� 6�4��-74 �o? 68�7� �� �-�.  ���&

�� A�� ���� �� �� H
K A�� ��� SX��? g a� 8 h a� �� H��" ��� �" a �34 M"�) L�� �" FG�� �C

�� �Z5-� �	?� H
K SF�� LJ�� %��/-������.  

�
��: �0�G����
�3Z� &� 6������� $��� 6�4 K K K0 0 0�0 1 2  �� F�� ��C��  

)y.f(  ( )
iK
g x dx 
� 0 8 ( )

iK
xh dx 
� 0.  

 8JH4A5� : i
i

K K� � 9��� L� �� �O+� L��F�� �2.  
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Abstract�

“How�can�we�generate�a�random�point�with�uniform�distribution�over�a�
convex�body� nK � � ?”�

According�to�it’s�applications,�it’s�important�for�a�solution�to�this�problem�
to� be� applicable� in� high� dimensions.� Here,� we� are� interested� in� algorithms�
with� polynomial� order� with� respect� to� the� dimension.� All� existing� methods�
for� dealing� with� this� problem� are� based� on� the� Markov� chain� Monte� Carlo�
method,� i.e.� a� random� walk� is� constructed� in� K � such� that� its� stationary�
distribution� is� the� uniform� distribution� over� K .� � Then,� after� simulating�
“enough”�steps�of�this�random�walk,�the�distribution�of�the�resulting�point�is�
“approximately”� uniform.� The� real� problem� in� Monte� Carlo� method� is�
analyzing� its� “mixing� time”,� i.e.� the� number� of� steps� needed� to� get� close�
enough�to�the�stationary�distribution.�

This�thesis�focuses�mostly�on�analyzing�the�mixing�time�of�the�Hit�and�run�
walk�which� is�the�fastest�existing�random�walk� for�the�mentioned�problem.��
Moreover,� we� explain� one� of� the� most� important� applications� of� this�
problem:� approximating� the� volume� of� a� convex� body.� A� fascinating� point�
about�this�application�is�that�no�deterministic�polynomial�time�algorithm�can�
approximate�the�volume�of�a�convex�body�with�bounded�relative�error.�

�
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